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PROLOGO 


La presante obra titulada “Geünictría Analítica Plana" en sg segunda edición 
contiene esOTCiütmcnle tos lernas que generalmente se desarrollan en los primerus cursos de 

matemátka de Jas diferemes Universidades dd País así como también de Ir* institutos 
superiores, 

íin cJ presente traigo se expone en tnn m Teórica y Practica eti donde en cada 
capiiulu comienza con enunciados claros de las definiciones y teoremas junio con sus 
i aspee Mvtis ejemplos seguido de una colección de problemas resueltos y problemas 
propuestos. los pmblcmax resueltos sirven para ilustrar y ampliar la teoría. 

■Se empieza el estudio dd sistema coordenado unidimensional en donde se trata de 
la distancia entre dos puntos, división de un segmento en una razón dada, la recta y sus 
ecuaciones, discusión de l is gráficas, rectas paralelas y perpendiculares, distancia de punto :t 
ícela, ángulo entre dos rectas, etc,, en el siguiente capitulo estudia la circunferencia. La 
parábola, elipse e hipérbola y lugares geométricos, sus ecuaciones y rectas tangentes y 
normales. 

Desea expresar mis mas profundos agradecimiento a ruis cu legas de las diversa 
i Jruvefsidades de 3a capital quienes con su apoyo moral y sugerencias han hedió prisible Ij 
lealizacinn de la segunda edición de esre libro Titulado Geometría Analítica Plana. 
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CAPITULO I 


1. SISTEMA COORDENADO LINEAL.. 

I-I. INTRODUCCION- Objetivo fundamental de la geometría ¿m idílica 

consiste en crear representaciones visuales de los 
conceptos matemáticos mediante el uso de tas sistemas de coordenadas, por 
ejemplo el sistema de coordenadas que utilizamos para representar a tas 
números reales se llama rcc¡:t real 6 eje X. 

- - * ------+-<-4 —► 

3 -2 *1 0 ! 2 3 

■ I serlido positivo (hacia la derecha) se señala con una flecha c Índica el 
sentido de tus valores crecientes de a. 

1.2. SEGMENTO RECTILINEO DIRIGIDO,- 

A la porción de una línea recta comprendida entre dos dé sus puntos te llama 
segmento rectilíneo o simplemente segmento, a tas dos puntos se llaman 
extremos JcJ segmento. 

_: * B 

-*■---k 

X 

v 

Así en la figura AJB es un segmento cuyos extremos son A y B. 
í ci longitud del segmento AB se representa por AB, 

Toda recu en d cuál se ha fijado un sentido positivo,, y como consecuencia el 
opuesto negativo sé Mam-; segmenlo orientado o recta Cita ruada. 


I 












Sea el segmento AB orientado, letón así positivamente y dehe entender tjiie 
?l segmento es recorrido desde el punto A llamado origen o pimío inicial al 
punto B llamado extremo. I n geometría elemental, las longitudes de los 
segmentos AB y BA son los mismos. sin embargo en geometría analítica se 
hace una distinción entre los signos de estas longitudes. Así el segmento 
dirigido en el gruido de AB será considerado de longitud positiva y el 
segmento dirigido en el .veril ido BA scrA considerado de longitud negativa y 

escribiremos así: 

AB * —BA .«*0 ) 

de donde A B + BA - 0 

Si A, B y C son puntos cualquiera de una recta orientada, siempre se cumple 
que; 

AÍI + flC + CA =0 

A B C 

AB + BC - AC = -CÁ 

/. Ál + Sc + GÍ-0 

TEOREMA - Cualquiera que sea la posición de tres puntos A. 0 y C de una 
misma recta, se verifica siempre !a relación 

AC = AB^ BC 

Demostración 

Él número de ordenamiento posibles de los puntos A.ByC sobre una misma 
recta es 3 ! = ó, de los cuales dos mostraremos en La figura siguiente. 

t _ *-^- -*——*——*- 

A C B C A B 

A C + CB=Añ 


En la figura de (a) se tiene: 


Pero de la relación de (a ) se tiene CB - - BC 
entonces AC - BC - AB , de donde AC = ÁB + BC 
ahora en la figura (b) se tiene: AC - AB + BC 

pero CB = -BC. CÁ = ~AC 
de donde BC = — A C + A Ó 
AC = AB + BC 

Las otras posiciones de los punios se deja cornil ejercicio 

SISTEM A COORDENADO LINEA L.- 

A 3;j correspondencia que existe entre puntos de una recta y los números reales 
se denomina sistema coordenado lineal. 

lista correspondencia es única, es decir: que a cada número x le corresponde 

uno \ solamente un punto .sobre la recta 
■ 

Consideremos una recta X'X cuya dirección positiva es de izquierda a 
derecha y .sea “O 11 un ¡xinto fijo sobre esta iccLa, 



Si A es un punto de A X distinto de O \ situado a la derecha, la longitud OA 
puede considerarse como una unidad de longitud, el punto O se llama origen de 
coordenada* y su coordenada es igual a cení. 

El símbolo P{\) indica que el pumo P tiene U coordenada x. 

Si P,ía:,) y p ? \ Xl ) ¿un dos puntos arbitrarios de la recta A - * X , la fórmula: 

^1 ^2 = *2 ~ Jt ... (*} 

expresa la magnitud del segmento P\P 2 , 

Lü fórmula: | ^ j =| x 2 - v, | 

Expresa la longitud del segmento M. 




















i >5. TEOREMA.-En un sistema coordenado Lineal. la distancia dirigida entre 

los punios P U,) y P 3 U 3 } sobre una recta está dado por: 

<nFi'Pi) = > Í"*i 

Denmat ración 

Sean /UxjJ J dos puntos cualquiera de la recta dirigida X'X, 


X 1 ' 


0 

-K- 


P, 


D 


Por el teorema 1 1 se tiene: 




OF¡ + /VÍ = 0^ =* P| Fi = OPi - Op 

-ü>“Ui tQ) 

íi(P, Pj) “ Jfj — 


OBSERVACION: 

IJ La distancia dirigida entre dos puntos de un sistema coordenado Iinul se 
obtiene, res Laudo h coordenada del origen de la coordenada del e sí tremo 


2 ) 


Cuándo la distancia de /*,{*,) a P a (jt a ) está en el sentido positivo r, < x 2 
entonces c > -j l es un número positivo. 

--*-■+X 


p,(*i) « 


PjCxj) 


3) 


Cuando la distancia de P,(V* i /VOz) está en el sentido negativo, t 2 < Jj 
entonces es un ndruero negativo. 






4 


l n un sistema coordenado lineal, la distancia no dirigida entre dos puntos se 

-efi.ie «)inn c! valor absoluto de la longitud del segmento rectilíneo que une 
estos dos pumos. 


I Jempkh» 




I< t razar sobre un sistema coordenado lineal los puntos A(*3>, B( j ) t C( 7 |. 


Solución 

_ * ? a c 

V íí 1 ■-► 

* - 3 a 7 x 

llalla: la distancia dirigida y no dirigida para ceda unu tic los puntos y P, 

dados. 


ií> Pji-12), ^(3> 



d{Fi ,P¿)~ 3—(-12) = 15 distancia dirigida 
d(j p ] T ^2 I | i -(12) |=I5 disrancia di: igida 
fl » ¿ÍM)*^í-9) 


Solucirin 



íí(f| ,P$)~ -ti-(-4) = -5 distancia dirigida 

l7(P| , P¿ ) -1 “9 - ( -4)|™j 5 distancia no dirigida 



i 




























TEOREMA.- Hn un ¡astenia coordenado lineal P Mi ) y Pj t *2 1 Sí>n 1 ° 5 

punios extremos dados de uti .segmento dirigido. Demostrar 

que le «xxdenrta n dd turnio H que divido al a*"™* W eB '* '“*» <“» 

r> ü v. 4 -k. 

, r*-l 


r - 


f\r a, + "2 


es jc - 


Pñ 


L + r 


Itemustracicm 


Considererm>s la siguiente figura. 



P,P 

I.a longitud del segmento dirigido PP es: 
^P = CP-0P, =► P,P-J!-^ 


( 1 ) 


m. ai 


La longitud del segmento dirigidn PPj es: 
fF¡=OP~2 OP =* PP, = x 2 - t 


reemplazando ( 2 ) y O) en C 1 } ^ , ’ í!nc: 


í- c t 
x 2 -x 


despejando algetnaucame-nle s tenemos: 
r(Xj **Jf> = J—Jr¡ =* (1+ rU^X, + rx 1 

JCi +« 2 

de donde í - - , f ^ ■ I 

J+r 


i 7, EJERCICIO® DESARROLLADOS.- 


Ubiquemos sobre ana recia X cuatro pumos consecutivos A. C. D y B siendo D 
punm medio de A a, demostrar que CD - ¿ {C¿i - a¡C ). 

Snlución 

A C 0 

--- * --i- -+■ 

ApCkaitiki el teorema I 1 .se liene 



AD = AC + CD , de dunde CD = Al) - AC 

aplicando el teorema 13 Cfi = CD + Dfl de donde CD = CP - D~ñ _ 


ahttrn sumando (1 1 y ( 2 ): 20 ) = AD + Cff- AC - DJ 3 

Ci in> t D es punto medio de A# entonces AD = DB 
2CD ~CB-AC 

A CD = i Ktf- 1C ) 


Hallar los puntos de trisección y e¡ pumo medio del segmento dirigido cuyos 
extremos son los puntes P](-S) y A(inj 


Sejn ¿U,) y BUi) los puntos de trisección y M(x) el punto medio del 
segmento > J , K 


I 


A 

-+■ 


M 


0 


P, 


-8 


10 


x 


x 2 


X 




































Como M es pumo medio de. P, y P 3 . x - 


3+10 


Por lo tanto el punto medio es Mí 13 


Calculando jr 5 : rm 


A* _ JVL = í por t\ teorema 1.6 se nene: 

AP Z 2P A 2 


JSi = 


3+ 1 (10) 

2 

1 + Í 


-3+5 


3 

2 


-2 por lo tanto Ai-2) 


Odcubndo : ' - == = W ” 2 - P" *' to«na 1* * 

H n or2 


*1 


= - 8 + 2(101 t -8 + 20 = 12 ^ 4 porl(ll¡in | 0 Bí 4 ) 


1 + 2 


por lo lamo los puntos pedido* son A{ 23. H(4y, M( l1 

Los extremos de un segmento dirigido son Jos punios P ] í.9> y Hallar 

la razón r = dqode el punto P(7) divide a éste segmento, 

/>P, 

Solución 

Traíannos los puntos en el sistema lineal 

P, 0 


P 

— 1 — 


■4 


0 


Í\P 

De la figura se t iene: r 

rt i 




Calculando las longí ludes de los segmentos di rígidos P ¿ P PP X 


PjP-P-Pi =7-(-4) = \] 
¡>¡>\ =P t -F=9-7=2 


ÍM 


( 2 ) 


41 


M 




retempla ? and o (2.1 en ( 1 ) >e tiene: r = ^ ^ entonces jr = 

W\ 2 2 

Determinar tas oonrdeuadnv do ]lp* extremos A y fl del segmento dividido en 
tres purEes iguales fk«r los puntos P(-25) y Q(- 9 ) 

Sol uc ion 

A P 0 8 

X x, .25 -9 Jíj X 

Calculado la coordenada de A 

El punto P es punto medio de A y Q 

B 

¡ír - PQ => P - A = Q - P 

—25-jr, — ^9—(—25) =+■ í, =-4|; A(-41) 

Calculando la coordenada de H 
l l punto Q es: punta medio de [' y B 
PQ = Q8 -t Q-P=B^Q 

-9-(-25) = x 1 -í-9) ^ .t>=7,B(7) 


I-¡ segmento que une los pn nú** A(~2) y U¡4) se prolonga hasta un puntii P(k) 
du modo que AP = 3BP . Hallar la coordenada del punto P 


Solí ir ion 


B 


P 

—t- 


X 


A 

■■■!' 

■2 


a 


X 


y 































AP = yBP aplicando (*) se lien*: 

P-A = 3(P'B> => x-(-2) = 1Hx-4) 


?t + 2 = 3 x - 12 x = 1 de donde P(7) 

&) Un mó*i! A simado sobre un segmento dirigid» a 12 mis del origen se despica 
a razón de 8 m/min cu el sentido negativo del eje y otro B situado a -H mis se 
desplaza en el mismo sentido cor una velocidad de 3 m/mm t akiihi la 
abscisa del pumo de encuentro de tos dos móviles* 

Solución 


3 irWmin. Bmj'min 



La distancia que separa a Ins móviles de A y B es: 

d . [„g - r¿¡ - |-20| - 20 mis. 

en cada minuto el móvil A descuenta 3 - 3 = 5 m. 

Luego para desconlai los 20 mis, de ventaja que le 1*™ B “ ocCW * TÍ0 Í|UC 
tí anscurTJi 20/5 - 4 tu, nulos fielmente el punto M, punto de encuentro de 
ambi* será, su abssisa actual mis 1 » que recorre en 4 minutos ¿sea 

En B: - 4*3 =-fi ~ 12 = -20 

En A: L2-4i3 = L2 - 32= -20 
Por lo tíinm la abscisa es -20 


1.8. EJERCICIOS PROPUESTOS^ 

1 , Si A. B. C y D «s. cuatro ‘pumos disttnlt» Lualcqmera de una recia dirigida; 
demostrar que. para las coordenadas posibles- de estos puntos sobre la recta, se 

verifica la igualdad; 

ÁB + BC+CD = AO 


10 


■Si A, 11. L' y E, son cuatro pumos de una recta dirigida de modo que AB = BC , 


J 


CE = 2AC y AD = - AE , Demostrar que: AD = AB + AC 


Si A.B.C y D stm cuatro pi ntos consecutivos de una recta dirigida y sí E y F 
son puntos medios de AB y CD Demostrar que: EE = i {AC + BD) 


linll if tos puntos de trisección y el pumo medio dd segmento dirigido cuyos 
extremos son los punios ^(-7) y P 2 (-19). 

Rplaa frl5),(-HX(-13j 

Un extremo de un -segmento dirigido es d punto P(- 8 ) y su punto medio es 
Mf3j. Hallar la cotirdenadu dd tilni es (remo. 

Kpta, (14) 

En un segmento rectilíneo limitado por los puntos AH) y B{2) se prolonga 

hast * d punro p de modo que 5di.A,Bj = 2d(A t P) Hallar la coordenada del 

^_ 2 

punte Q(x) que divide al segmento PB en la razón r = - 

2 

■ o 

Rpta. Qij) 

I os extremo* de un segmento dirigido son los punto.-; P l (4) y P 2 (-2). Hallar 

p_p 

i.i razón : , en que d punto P(7) divide a éste segmento 

rjrj 

Rpla. -3 

Determinar las coordenadas de los extremos A y B del segmento dividido en 
tres parte* iguales por los puntos PÍ-J 7 ) y Q(- 5 ). 


Rpía. A(-39). B(7) 















CAPITULO II 


SISTEMA l>E COORDENADAS B1DIMENSIONAL- 

INTRODUCCION.- Consideremos dos necias reaten una horizontal y hi 

otra, vertical, de tal manera que jíü intercepten en el 
punió cero de las do$ rapia.^ 

La recta horizontal y vertical se llaman ejes coordenados y n su intersección 
denotaremos con ’O" y se llama origen, por conveniencia la línea hnrunnlal se 
llama eje de las X n abscisas y la línea vertical se llama eje de las Y u 
ordenadas; los ejes coordenados dividen al plano en cuatro regiones llamadas 
cuadrantes que marcaremos CO¿ L II. III y IV como se muestra en la figura. 


< 

II 

Y 

I 

X' 

A X 

111 

IV 


Y 1 


A cada punto P de! plano se le puede asignar un par ordenado de números 
reales llamadas “coordenadas cartesianas" del punió 

Si tina recia horizontal y tina vertical que pasan por P interceptan al eje X ^ al 
eje Y en ‘'a" y “h” n^pectirvamenir entonce’, él punto P tiene por coordenadas 
(a.hl que MaWremos par ordenado de números. reales en donde el primer 
número V es la coordenada X (o ¡tocisa), el segundo numero “b” es la 
coordenada Y [u ordenada) 



Recíprocamente* at aunar un par ordenado de números reales cualquiera (a.fr). 
La I f nea vertical que pus® por “a*’ en el eje de las X y la horizontal que pasa por 
■tr en el eje las Y se enrían en un punto P cuyas coordenadas son (a H b). 

•- I. DISTANCIA EN HE DOS PUNTOS** 


TEOREMA*. Uk distancia entre dus punto i {jt, * y t } y /Mz.» v¡ ) 

representado por ¿{F,, f\) es dado por la formula; 


l(i{r|.F 2 ) - -¡¡{xj — J,) - jq y 

Consideremos lo$ pun 

la figura 

A 

Ifrmostraciún 

tos F|(j it y|) y F\( íi.y 2 ) como se puede observar en 

'Y 

y t 

y\ 

■—vfP 2 (x 2 , yj) 

<íV/ 1 

$y\ 

picyhi j 

i *2-*l i 

0 

El segmento P,Pj es 

x 2 X # 

ta hipotenusa del triángulo nctángulu A P^AP, Luego 


fH>r el icorr rm de Fndgoras se tiene: 


13 

































r 


L'-Vm. 


d(p lr P 2 )~' S jd(P l A} 2 +d(Aj\y 


... OI 


como: 


[tí/í/T AH *2 -x t 


¡d‘(A. P, >=1^2“ -V, ! 
ahora reemplazamos [2) en (1) se tiene: 


WAPJ) 1 ~{y } -y,\ 


... | 2 ) 


J i p i ,P 1 )=,,(x 2 -x l y +(y 2 V|¡T 


OBSERVACION.- 


Como COSO particular la distancia del origen j cualquier 
punto P(x.y) de ex expresado poi : 


d(0, P) =tjí‘ + y 3 



Ej LUI p IÍJ. ■ 


Determinar un punto en el eje de las X que sea equidistante de los 
puntos Ai0,4) y IK-3-3) 


SaUirion 



14 


É- 


Sea C[x.0j d pumo equidistante de los punios A(Ü t 4| y Bi-3,3) entonces: 


d{A,Cj - díB.C) => +(0-4) 2 = -g (jt + 3) 2 + 3^ T elevando al cuadrado 


x +16* ;r* -i-6jc + Ifl 


1 


6s _-2 


I 

r ~3 


a-~<o) 

1 3, DIVISION DE UN SEGMENTO EN UNA RAZON DADA.- 

'» TEOREMA.- Si jP| íjc t , y, | y P ? (j* 2 , y 2 ) son los estiremos del segmenta 

P¡f 3 2 . ¡as coordenadas dd punto P(x,y) que divide a éste 

Xi+rx-, yi +t J2 


segmento en la razian dada r = 


I ' *1 

SOTl X- 


Pf> 2 

l)f muxtiación. 

Consideremos la siguiente figura. 


1+r 


. y — — 1 —, r^-L 

I + /- 



1 i’ la I igurn se liene que: A /’ DP - A PFPj 

l'.na calcular la abscisa x dd punto P, tenemos que: 

P t D = P ± P r 
PF ~ PF¡ " r 
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tomo: 


P, D = x - x t 


PF = xi - x 


por lo tanto ¡al reemplazar (2) en <1) w* tiene 


X~X ] 
Xi X 


■f, do donde al despejar s se tiene: 



para calcular la ordenada V del punto P, tenernos que: 

DP = fyP 
FP¡ PP¡ 


enmu: 


DP - V - v t 
m - v ; . - y 


por Ln tanlo al reemplazar (+) en (3) se licite 


v- Vj 

fi -y 


r , de donde al despejar y. se tiene: 



( 2 ) 


<3> 


(4> 


OBSERVACION-- 

1) Si r > 0, el punió P(*,y) eslá en el interior del segmento P, P 2 

2) Si r < 0. el pumo P<*,yl está en el exterior del segmenta P\ 

b) COLORA RIO,-Si fc'(X ,y i es el punto medio del segmento que une los punirá 

jt'i p 

P, (x,. y ,) y Pj (Jt 3 ., y 2 ), enlonccs la r»2ón » - —r = 1 y 


PP, 


X) + .v 2 y t + y2 , 

las coordenadas del punto P(x*y) son í*v - i r / *• 
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* 

1 j< rtiplo.- Si A(2 ,.Ví y 0(4,£) son los extremos de un «segmento. Hallar las 

4 p i 

coordenadas dd pumo Fú,v) donde -=r— ^ - 

P& 3 



2 1 EJERCICIOS DESARROLLADOS*- 

1 n segmento tiene una longitud de 29 unidades, si el origen de éste segmento 
es AÍ-8J0) y la abscisa del extremo del mismo es 12, calcular la ordenada. 

Solución 

Los eTiremos del segmento «uin A{$,IG) y 13(12,4) 

Psjr condición del. problema: d(A,B) - 29 
Aplicando Ja distancia emir dos puntos se tiene 

v .;: 2-c ->*»-1 (v I0) 1 = 
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2Ü 2 + (y-10) 1 = 29 elevando al cuadrado 
400+ >' J -2üy +100 = K41, simplificando 
y 2 -20y-341=0 =* ( v-lOr -441 
y* 10 i21 entonces y t = 31. y z ~-l! 

por lo lanío la& ordenadas de Iü,s extremos son - I ¡ y 31 (dos sólue iones) 

2) La ordenada de un punid es H y su distancia al punto B(5,-2) es 2^41 - Hallar 
la abscisa del punió. 

Solución 

Sea A(x,S) donde la abscisa es la incógnito, por condición del problema 
á(A t B ) = 2'M1 aplicando la distancia cutre dos puntos se nene: 

^(jf-5) 2 +(8-(-2)) 2 - %¡ ¿ 41 elevando al cuadrado 

(a-3) a +10 1 *4<41) w i*-5) 2 =6+ 
x - 5 *= i:B de donde * ( -13, x 2 = -3 

3) Hallar el perímetro del cuadrilátero cuyos vértices son ( 3,-1). [IJ,3),(l,4),í4,-l J. 

Solución 

P ^ d{ A,B) + d(B JO + áiCJj) 4 dlPAl — < l > 



IB 


l ) Sí Pía,* + l) es un pumo que equidista de A(2,|) y ül 6,5) E laliai d valor de a 


M 


Sol lición 

Si P es punto equidistante de A y B, quiere decir que: d(P,A) = d(P,B) 
ulioi m aplicamos d concepta de distancia entre dos puntos 

V(íi“2) 2 +(fl + l-l} 1 = ^/(ü + 6) 2 +{a tl-i 1 

— (aa + 6) ^ +(a-+) 1 

tí 3 - 4 íí +4+ «" -o*+]2a + 36 + d 1 - Btr + ló 
Amplificando seiiene: Sa = 48 =j u~-6 

Determiiiui las coordenadas del punto que equidista de los punios A(J,7j, 
Bia^Cí-vij, 

Solución 

Si P(x,yj es un punto equidistante de Ai 1,7), B|8 P b) y Cí-7,-1) esto quiere 
decir: d(P.A) = d{P,B I = d(P,€) 

Luego de d(PA) - d(P,B) se tiene: 

V(4T-1) 1 + (j.-7) j = ^-8) 2 +{y-6) í , di 


simplificando se tiene: 

abora de d|P,A) - d(P,C) se tiene 


donde elevando al cuadrado y 
7x-y*25) (1) 


[.í I) f(y 7) - ^t.y+7r+{y4Í)‘ , de donde elevando al cuadrado 


simplificando se tiene: 


3* - 4y - Q 


- m 


d resolver el sistema de ecuaciones se tiene: 


7r-y = 25 
3x 4v = 0 


x^4 

y = 3 


39 


i " I” tanto el punto pedido es P(4,31 










































6 ) 


Demostrar que el cuadrilátero cuyos vértices son A{-6,~2), Bf-2,-1), Q-l t 3), 
D(5.2) es un rombo. 

lSuLuíÍóii 

Si fie prueba que d(A3) = d[B.Cji - d(C.D) - d(D,A) y d(AJ"} * d{B„D) t 
entontes el cuadi datero es un rombo. 

rf{A,fl) = J¡í+T=Vn 
d{B+p=-Juü> = jn 

ii{C, D) - Aó+I - \\l 
d{D, 4)-a/h-h» - ;Tí 
d(A,C) = ’JWTE 
din. />| = >f9 = 3/2 

Se observa que dfA,B) = d(B.C) = ü(C,D) = <1(0, A) y <f(A n C) ¿ d(R.D) por lo 
tanlo el cuadrilátero es uii rombo 



7} 


Derooslriüi que los puntos A(3.8), R(-ll,3) + C(-fl,-2) son los vértices de un 
Irmu^ulu lióói'des- 

Stducién 



B(-11 3) 


A[3.&) 


c(-a.'2i 


St se demuestra que b¡ medida de dos lados del 
triángulo son igualo el triángulo c-. i sóbenles- 


d{A*B) = *¡0 + nr +(&-$) 2 m VT%+ 25 = ^221 

¿(A.C)^^3+8} 1 +(g+2l 1 =JÍ2l7ÍÓÓ = /221 

d{B,Cí = ^r-a +1 if + (-2 - 3) 2 = -J9 + 25 - Jü 


Cunto d(A.B) = d<A.C) entonces el triángulo es isósceles 
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M El segmento limitado por los puntos A(l, 3} y B(4,3) lia sido dividido en tres 
1 jarles guales, determinar tai coordenadas de los pumos de división. 

Solución 



Luego ^lÚnVi) = 


Ahora deiernaíPitrenios el punto P 2 , y 2 ) donde la rayón es:: 


APj _ 2 P Z B 
P 2 B~ r>B 


Como 


Xq + rjfj, _ | +2(4) 
l tr “ 1+2 


H 4r y? _ -3 + 2(3) 
i+e 1+2 
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I uego el punto 3M .i-,, y 2 } = P, (3,1) 










































9} 


Hsillüii las coordenadas del punir I P aire está a , p:irxc& de l:i dísl ai ida de 
A(7,4) a B(-3,2) Si M es el punto medio de 4B , calcular d(P.M), 


Solurirm 


3 

5 


PK<»~ 


2 

5 


M 


Calculando la razdíi se tiene: 


como 


j - 


*n + rJC L 

J h r 

>o +*y i 

1 4 r 


14 

Luego el punto « FÍL ) 


r = 


X = 


y - 


P(«.y) 

3 

,1F = 5 _ ’ 
Ftf 2 “ 2 
5 


7 + -(- 3 ) „ 

2 _ 14“9 

4+ |« 14 


e 


i + I 

2 


5 


-i 

2 


Ahora calculamos el punto medio M de A y D 

T 1 A 4- '5 1 

-„ -— i - M (2 J) entonces Mí 2,3) 

2 2 

Calculando la distancia de I' a M 


d{f\M) = 


= J(2 - 1)' + (3 


5 



y 2G 

5 


d(P T M)- 


^26 

5 
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Lo Los extremos de un;i vajilla homogénea mui A{3„-5) y R(-)J) Determinar las 
coordenadas de slj centro de gravedad. 


Snhirinn 


A(3.-5J 




P(x,yJ 


Como: 


x-2L**> 


v — 


2 

y i + >i 


3-1 . 

v =--1 


y = 


2 

- 5 + 1 


^-2 


x -1 

y = -2 


pnr lo Linio P( 1 ,-2> 


E:| centro de gravedad de una varilla homogénea está situada en el punto 
M{I 4'. uno de sus extreme* es el punto Pt-2 T 2J. Determinar las coordenadas 
del Uro extremo Q de la varilla 

Súhu ciú n 

P[ 2 t 2 } Q(*,y) 

■ - w -* 

M(U) 

t orno M es el punto medio de O y Q se tiene: 


x = 4 
y ~ 6 


por lo tanto las coordenadas dd extremo Q es ÍJ|4,6) 

Hallar las coordenadas de los vértices de un triángnlü sabiendo que tas 
coordenadas de los punios medios de sus lados son Ni.5,2) y P(2 t -3). 

Sl>| uciun 


4 = 


-2 + .r 

2 

2 f v 
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Los vértices del Iriangulu son 4 (,i ( , V] ) , 
5{a 2 , v : I y Cl Vi,y 7 ) como P. N y M son 
I™ punto?! medios de los segmenio® j-1/í, &C 
y ÁC respectivameíiite, entonces: 


2 _ 


5 = 
-2 = 


2 

,ín +.l 3 


2 

X, f JTj 


T] + 3 4 

jfj + .Vj - 10 

*l 4 = -4 


(1) 

(2) 

(31 


sumando (1), ^2), (3) se liene: 2 <jt 1 +x 2 + .tj) - 10 => .r t +x z + 4* - 5 {4> 


resolviendo (l), (2j T (3) y (4) se tiene: 
en forma similor para las ordenados 


,t, + 10^5 

.Vi t 4 =-5 


*. --5 
'* x 2 ~ ® 
A S ^ 1 


á'l+JÍJ 






2 

>i + y 2 


... íi) 



. y 2 + y? _ 

3 - => 

yi + >j = 4 


... ( 2 ) 



JÜ 

, _ >’] +y 5 

2 

■ 

>1 + >■* 


... <3) 



sumando I IK (2) y (3) se nene: 





2 (V[ + y 2 + y 3 >-° =* 

yj + >2 + ^3 

^0 






y, 4 4 -í» 


v¡ «-4 

resolviendo (1), (2), 1.3) y (4) se tiene: 

■ 

y 2 4 2= 0 


u 

II 

1 

tj 




y*-6*0 


y, - 6 


-*(5) 


por lo tanto lo® vértices del triángulo son: A(-5.-4k B(9,*2), C( I *6) 


W 


NI 


I - 


Hallar las coordenadas del centroide del triángulo Ai r, „ V|) i &{x¿ . Vj) - 

nvj.vj) 

Solución 


Centro de gravedad de un triángulo es Ij 
mierseccinn de las medianas. 

Centroide .baricentro) es el centro de 

2 

gravedad Jel triángulo situando en G a - 

del vértice A y a de M 
.1 

Como Mt a t b) es puní ti medio tic H( JSi _vs) 



an + x-i . htn 

entonce* a = —- - t h- * -- 


...ti) 


2 1 

Crí.t.y) es un punto entre A y M que está a de A y a de M, por lo tanto la 

3 3 

_ 2 

AG 3 


razón: 


= 4 = 2 1 = 2 


GM 1 
3 

I negó las coordenadas de Gi x,y) san: x == 


j, + ra jfj 4 2a .iq + jc 2 + Jfj 11 
l + r 3~~ ~T~ 

y, 4 rb y, 4 2b + y 2 + > 3 


1 + 


.7 i 


I ,k vértices de un cuadril diere son AÍ-4,6). B(-2,-l), Cí'8.0) y D(6,li). Hallar 


&P 


la jüóh r - f ^ en que la diagonal Ai divide a ÜD . donde P e$ el puntó de 
1 nleisección de las diagonales. 


S olu ció n 
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.»{1) 


AH.S 


Se a r= .la nztSn según eL segmento 
PD 

___ ^¿1 jjD 1 

BD y r, - —-, la raziin sep ¿el el 
PC 

segmente» AC 

Ahora de acuerdo ul teorema 2.3 a se t le fie; 


jt = 


-2+r(6l 4 + rjCS) 


de donde 


l + r, 
5r + í 
r+5 


-1 + 1 lf| r + 7 

-. de donde fi ■ — 

L+f, I Ir+ 5 


igualando (1) y (2) se tiene: 


^ ^ & t + 7 de dci-ndc 9r 4r +4r-5=0 
r+5 1 Ir + 5 


(9t + 5}{r + 11 - n 



como r*-l entonces r 


5 

y 


Sabiendo que las coordenadas de de- vértices de un triángulo son; A(-4,8}. 
B<3 n -8) y que d centro de gravedad es 0(2,6), Hallar las coordenadas riel tercer 
vértice. 



Solución 

Como M es punto medio de B y C- 
¡ .i faar'in del segmento AAi 



ÜM I 


3 


es decir, r 1 2 


2 = 
6 = 


-4 +2a 

1 + 2 
s ■ 

1 + 2 


|^r =5 

\h = S 


Come Mu.b}«$ punto medio de Lí y C se tiene: 


5 = 
5 = 


rl + 3 
2 

y-6 


j = 7 
y - 16 


Por lo tanto el tercer vértice es CTM6) 


EJERCICIOS PRO PUESTOS.- 

Hallar los puntos de ti ¡sección y el pumo medio del segmento cuyos entremos 
son los puntos (-2.3) y (6.-3). 


2 10 

Kpta. (-d), (— ,-D, (2.0) 


l -iis pumos medios de los lados de un triángulo son A(2,5), B|4,2) y C(1,L). 
i llar l;is coarde nat la % de los vért i era d el tri á ng ul o. 

kplj. I .os vértices del triángulo son (1,-2), í-1,4} y (5,6) 

I ns vértices dr un tri;irguio son A(3,R¡, y (2(6,-1). Si D es e! punto 

iitedio del ludo BC. Calcular la longitud de la mediana ÁD. 


Rplu. .32 

I m puntos extremos de un segmento son F, (2,4) y F-+.8.-4) Hallar el punto 

P*P 

'■ ' que divide a éste segmento en dos panes tales que —=— - -2. 

PP¡ 

Kpta, (-4.12) 
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5) 


6 ) 

7) 

8 ) 

9) 


m 


id 


12 ) 


13) 


Determinar las coordenada* di los extremos A y B del segmento que es 
dividido en tres panes iguales por los punió#. I J :2.2) y Q( 1 .5} 

Rptó. AÍ3.-U, RflM) 

Demostrar que los puntos (-2,-1), (22), (5,-fl son l« vémees de un triángulo 
isósceles. 

¡Jemosirar que los punios (2.-2). (-8.4), (5.3) su* los víniens ilc un triángulo 
rectángulo. 

Dcmuaiar que los punios (0.1), (3.5), (7,2). (4.-2) son lo* 'éMKíS de nn 
cuadrado. 

Uno de los puntos extremos de un segmento es el punto (V,ñ) y su pumo medio 
es (4,3). Hallar el otro extremo * 

Rpta. (U-2) 


El punto Pí 16,9) divido al segmento de extremos y B{4,-5) en la 


ra 


2 Ón r = -~ . Hallar las coordenadas de A, 

2 


Rptu, A( 2.3) 


Si AfO.O). Bí4,2), L'(12,2) y D(8.0) son tos vértices de un paralelo gramo. M es 
punto medio de AB ; además W y ÁC se imercepian en el punto P de modo 

dije se cumple ■%_ ^ — —- . HnJIíti las coordenadas de P. 

4 PD BC 

Rpta* W,-) I 


Dos de los vórtices de un triángulo son A(2,-3) y Rl-5.ll, el tercer vértice C 
eslá sobre el eje Y y el punto de intersección de las medianas sobre el eje jQ 

Hallar d punto. 


l/nh 


■j’i 


Los vértices de un triángulo son Aí-L.3), 13( 3,5) y €(7,-1). Si D es e punto 
medio dél lado 40 y E es el punió medio del lado AC . Demostrar que la 
longitud del segmento DE es la mitad de la longitud del lado AL . 
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Ljs vértices de un triángulo ABC son: A (ó, 4), B(4,4) y C(fi^), Determinar 
las coordenadas del cenlrusde, 

4 ft 

Kp la . 

1 <n triángulo tiene por vértice A(-4,-3). 8(8,0) y €(0,12), se traza por un nimio 
36 24 _ 

^ ^ l jt do uru paralela al f;ido ÁB . ('.ilcular tas coordenadas 

del punto Den que corta al lado AC , 

Rpfa. 1X0,3) 

I I segmento que une A(-l,2) con B(2,-5) se prolonga basta C(juy). sabiendo 
i]ne 1¿ =JAÉ . Hallar las coordenadas dd punto C. 

Rpta. C(8, 11} 

fénicas dé un triángulo son Aí-I, I), li(3,5.) y C(- 4,1). Hallar el punto de 
intersección de la bisectriz del ángulo externo del vértice A con La 
prolongación del lado BC . 

Rpta. (-11.-3) 

>i)in Ai0.2] y B(8 T 1) dos vértices adyacente* de un paral el og ramos .Si el pumo 
3 

Pi L -) es el punto dv intersección de las diagonales. Hallar los otrc* vértices 
CyDdel parale!ogramo. 

Rpta. C(2,-j), LX 6, 4) 

tres vértices de un para le logramos A(3,-5), B|5,-3) y C(-1.3). 

I K-tt-i minar el cuarto vértice D Opuesto a i! 












2.6. LA RECTA Y SUS ECUACIONES.- 

La ecuación de una recia vertical es de la forma: 


L x = c 


Su gráfica es: 



La ecuación de una recta horizontal es de Ki forma: 

I L: y=^ 

SU gráfica es: 



DEFINICION.* Si L o una recta que pasa por el punto y n ) - Mto|Kr * 

el ángulo © formado por la recta L y el eje X positivo en 
sentido aiwluoraiio se ha tita ángulo de inclinación de L. 

La variación de \ Angulo S) es U <0 -i lííü 
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1(1 PENDIENTE I.1E UNA RECTA. - 

I l.imarcmtx- pendan le de una rocía L. a (a tangente de su ángulo de inclinación 
y dertúlaremos ptir: 

^mL = tg 0 

ihim HVACIONES.- 

n.l - pendiente de tu recta L 
'«¿t = pendiente de la recta tangente 
N| B < ’á) 1 (ángulo agudo) entonces mL > 0 
G > ^ÍT (ángulo obtuso) entonces mL < 0 
s ' 11 ) n" (ángulo recto) en tonco. mL = « 


M 


11 í IKEMA.- 


I a pendiente de una recta L que pasa par loa puntos 
( J h >i) y fr z íx i*y? .1 tístá dado por: 


mL = 


y i 


x* * Xj 


X* - r. 


J 


Dvniust ración 





































Consideremos la recta I- que pasa por los puniess P, ú¡, v¡ ) >■ 
cuyo ángulo de inutinuLÍt'in ei 0, como se muestra en la figura - 



De!triángulo F l A l p 2 se tiene; tg& = — > - 

*2 ~ x i 

v 2 — y\ 

Pero como mi. = tg A, cniunees ., mL - '-, ¿ .x, 

*2~ x í 

EJEMPLOS DE APLICACIÓN.- 


Hallar la pendiente y el ¿ríanlo de inclinación di© la recta que pasa pnr 
puntos ('3.2) y {7,-3), 

Sofadán 


Du acuerdo j| teorema c) se tiene: 

al reemplazar los valores se nene: 



Vj-yi 

X 2 -A, 


tnL = 


-3-2 
7-(-3) 



1 

2 


mL ~~ 2 (pendiente de La recia L) 


además se conoce leí? - mL = —-de donde 0 - aretglí- -) • 153°26‘ 

7 2 



2 } 


Los vínicas die un triángulo son Eos puntos A{2,-2), B(-L T 4> y C {4,5). Calcular 
la pendiente Je cada uno de ¡*u>, lados. 





So Itictdn 


Aplicando la pe adíenle de una recta quE 
pasa por dos puntos se [teñe que: 


mL 


y > -v i 




entonces: 


m 


-ie 


m AC S 


m 'ac 


4 (-2) ó 
1-2 ~ -3 
5-(~2) _ 7 

4- 2 2 

5- 4 1 


= -2 


m 7 S ~- 2 


m lc =2 


m 


ac 


I 

5 


\ ? íw medio de las pendientes demuéstrese que tos tres punios (6,-2) f (2,1) y 
1-2,4) son colina les. 

Solución 


_ C(-2,4) 

^ B^T) 

A (6,-2) 

I' >s tres puntos tú lineal es si m Alt - 

\hora aplicando el concepto de fundiente ¿ñire dos puntos 

4 

J-(-2j 3 3 


m Áá ~ 


m if = 


m $C ~ 


2-6 -4 4 

4^(-2) 6 3 

- 2-6 “- fi " 4 
4-! 3_ 3 

-2-2 ~ 4 4 


m Ás * f ' ? a? - ™ET 


3 

4 
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i u • k) LjtíIo ios puntos A, li y C son col incales. 
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CAPITULO III 


3) GRAFICA DE UNA ECUACION.. | 

3 ¡ INT RODUCCION. Cuando se trata de siikutriuiic-s geométricas a nn sísiciim 

íle coordenadas en donde bs variables ts-.in 
relamí «adas, en esle caso é está empleando método! 
analíticos. y usía interacción se ha visEo entre el %cbm y la geometría Eud idean.' 
ahora a estos métodos estudiaremos ton mayor amplitud. 

CoKideremos una igualdad de la forma: 

j 

E(jí,y) = 0 -*< 1J 

A la ecuación U) se Uama ecuación de dos variables * * y si se verifica P"-« 
ciertos pares *cy, 

Diremos que los números .r = Xq . y ~ jty satisface a la ecuación (I) ú j 
«diluirlos en la ecuación por la» variables el segundo mienihr» se convierte <it 
oero. 

Por lo general la ucuaekSn Eíx.y) - 0 admite una infinidad de pareja* de mimen* 
reales como solución y cada una de días se puede intppieiar como las coaidenaJiW 

de un pumo- es«™ puntos esiin dtsirihuidos en el plano de modo que ..■ 

figura geométrica que se conoce am el nombre de curva representativa Je U 
ecuación (11 y de esia forma podemos decir que una curva representada pui 111 ■ 
el conjunto de todos tas puntos cuyas coordenadas satisfacen a la ecuación (J) 
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,i definición de curva que \t emplea en cale libro es dislinta ¿i Ja que normalmente 
se usa, 

'- Jna ecuación representada por una curva no necesariamente puede ser curva, 
p"jeJc set una recta, así mismo puede tener punios aislados o cambien puede estar 
ha-nada pnr varias fiarles distintas e indujo puede ser un punió. 

ri 

ni trazar una curva iiuEcira] mente es imposible calcular y fijar la posición de todos 
Jn>. puntos que contieiié. 

c juneiaancnic es SUhcienle seleccionar e indicar algunos puntos unidos medíanle 
mu curva eemunua, en este caso decimos que se lia trazado la gráfica de la curva o 
bmbién que se ha trazado la gráfica de la ecuación, esle proceso tan simple un 
realidad es uno de Eos problemas fundamentales de la geométrica analítica para 
u.i-Mr l-i gráfica de una curva es cotnenienle algunas veces, despejar yu sea x o y 
tM 1 » 1 - 1 ■- i- 'iü de la otra variable, puesto que al transportar uno O mas térmirrts de la 
..viL.tcnn no se modifica la solución por ejemplo pnru la ecuación 

ff'.vj: y + 2x“ *= 0 d primeramente despejamos y = -2x', después darnos 

'..¡hues si x - {>. >1, -2 h~ y obtendremos los valores correspondí ente* para 
y °* ‘K estos valore* anotaremos en una tabla. 


X 

y 

0 

0 

ti 

^2“ 

±2 

S 


V "" L l|;,U J i [ i [> - Pantos mi (±L-2>, (±2.-3),en el piano cartesiano, luego 
i!imih:>s dichos puntos mediante una línea continua, tal como se muestra en la 

Ill'IJTU. 
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Ah»n veremos métodos que nos permita eslwk+r tos puso* previos a la íJncllsióti y 
trazad Je la gráfica <U tina ecuación 

3.2* DISCUSION DE LA GRAFICA DE UNA ECUACION Eix,yHL 

l 3 INTERSECCION CON LOS KJI-1.S i O0RDEN ADOtfv (COORDENADAS AL 
ORIOLN).- 

Una gráfica puede tener una, vanas o ninguna intcTseLcton con lus ejes 
coordenados, el método tic avcrii'uar la intersección enn Jos ejes es d siguiente: 

INTERSECCION CON EL RIE X.* 

Hacemos y = 0 y se reemplaza en la ecuación LXx.y) - O es decir 
E(\.0> - O, luego se resuelve esta ecuación 

INTERSECCION CON EL EJE Y.- 

Hocemos \ = O y se reemplaza en la ecuación E<x,y) - O, es decir 
EtO.y) - O, luego se resuelve esla ecuación 
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! 


Ejemplo.- Mallai las coordenadas al origen (intersecciones) 4t la gráfica de la 

ecuación Jfj, >) = (j 2 -9) y 3 - x 2 + 4 = O . 

Con el eje X, Iistmos y = O, es decir: 

B(xm = (Jt 2 - 9)(G)-Jt 5 + 4 = 0 de donde x 2 - 4 =m = -2vxí2 

por lo tamo 2 y 2 son las abscisas a] origen y los puntos Ai-2,0), B(2,0) son tos 
iriterseccjones de la cni va con el eje X. 

con el eje Y. hacernos \ = 0, es decir: 

EiQ.y) - ÍO-9) v~ 0 + 4 = 0 de donde y 3 = — =& y = - - y y = — 

9 '33 

2 2 — 2 2 
luego " y “ son las ordenadas A origen y tos pumos C(0, —, D(Ú t son 
■' 33 

las intersecciones de la curva con el eje Y 

Y SIMETRIA.* 

Sé consideran suk> dos tipos de simetría, respecto a un pumo y respecto a uua tecla. 

a) DEFINICION.- Dos puntos F, y P 2 diremos que esta localizadas simétricamente 

con respecto a un lercer punto M si y soto si M es el punto medio 
del segmento ijue los una, en este caso M es un centro o Foco de 
simetría del segmento P } f\ „ 



37 










n 


b) DEFINICION.* Dos puntos P¡ y P¿ Mirtinos que están localizados 

?i mí trícame me con respecto a ana recia L si y solo si L es l'i 
inedunri/ del segmento que los; une. 



(al pumo P l se le denomina reflexión o imagen de P , respecto a la recta LJ- 

c> DF.F7NIC1 D> - Una curva C es simérka eon i especio a un punto P si para cada 

punto F, £ C hay uto o pumo r>i-í ia! que P\ y P¡ «dan 
loealiíados simétricamente cor respecto a F, por ejemplo una 
ciicunferercia es simétrica respecto a su centro. 



d) DEFINICION.- Una curva C es simétrica respeto muía recia L si para cada punto 

/> € C . hay otro punto P 2 € C »i que P, y P 2 «» localizados 

si nítricamente, con la rectal 
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P 2 

A la recta 1. se llama eje de simelria. 

Ahora esta defuiiciún usaremos en la simeina de la gráfica de ecuaciones. 
SIMETRIA CON RESFFlTI O AL EJE X.- 
Una curva C .sera simétrico respecto al eje X sí y soto ií: 


E<Á,y) - H(x.,-y) 



Por ejemplo para Ih ecuación £u.j) = x 1 v 2 - de 2 ~4 y 2 = 0 
£*>,->■) - * : £->P -4a J 4( -y) 2 - x : y 2 -4jt 2 4> 2 = 0 
Lümt} í-js.y) - íj x, y) por lo tatito C es simétrica respecto aJ eje X 


39 















SIMETRIA CON RESPECTO AL EJE \\- 


Una cu] va C r será si métrico respecto a3 eje Y sí y solo sí 

E{*.y) “ E(-x.y l 



Por ejemplo para la ecuación - .r 2 y 7 - 4x 2 - y = IJ 

E(-x, y) - C-Jf) 3 y 1 - 4(-.r>' - y - X 2 \ 7 -4x~ - y - 0 

como E(x,y) = E( x,y) por lo lanío C es simétrico respecto al eje Y. 

OBSERVACION.- 

ij Una curva C es simétrica res pecio al eje X, si su ecuación E{*,y) = 0 no 
contiene potencias impares de Y. 

ii| lina curva C es simétrica enn respecta a] eje Y. si su ecuación l:[\.yl = 0 
no conrieniE iinparcv de x. 
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SIME TRIA CON RESPECTO AL ORLCEN,- 


Una curva C, será simétrico respeto ai origen, sí y solo sí 


E<x,y) = 



y) 


?z( 


-.olqitT*»^ 


Pul ejemplo para la ecuación E(x.y) = x~ - xy + y i - 20 

£{-*.->) - (-*)- - (-iK->)+(-r ) 2 - 20 =« + y 1 -20 

como E(x,y| - F.i>x,-yJ por lo lanío C es simétrico respecto ai origen. 


EXTENSION- 


Se trata Je localizar la gráfia de una ecuación mediante los si guie ni es pasos: 

P 

i) Despejar ni cn posible cualquiera de tas tíos variables: 

y - fíat) (para hallar el dominio de la ecuación) 
s - «(y) 1 para ti aliar d rango de la ecuación) 













ii) Si h ecuación del lu¿:ar geométrico es una función racional de la 

/(j) 

forma v = —■—„ donde Itxl v glx) son funcionca, pulins]miea:s que no 

S(x) 

tengan fuelores cumuncs que canlenga a x t luego sé factoriza c! 
denominador y excluir aquellos valores de x para !us cuales g{x) - 0 

ni) Cuando la ecuación del lugar geométrico es de la forma y 1 - función 
racional 

En este casi) xé (autoriza el segundo mié rubro y mediante mee ilaciones 
dewnuinaremos los intervalos o regiones d*| plano en los cuales 
y ¿0 y excluir los valores de x pañi los cuales y 1 ' < 0 

] .ü discusión sobre lux regiones del plano que pueden o no ser 
ocupados por una gráfica, es una discusión de la extensión de la 
gráfica. 


Ejemplo*- Discutir la extensión de la gráfica de E(x, y) - xy ? -,t + 2y 2 + J -0 


Solución 


Despejando y-i(x) se nene i_t + 2)y 2 - x -3 de donde y - 



entonces diremos que 3 y real 


í-3 

<=> ¿0 
x + 2 



x e u l3,+«i> =* D¿ -< ->^-2 > u < [3,+» > 

Los valorex excluidos son x e í-2,3> 

2y" 3 

En forma similar despejamos x ----- 

> -1 

Los valores excluidos ron i y -1 de donde ff. =R- {-L1J 


La pane sombreada es donde se encuentra la gráfica 
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1 1 I 1 1 1 4 1 R 1 R 1 

i ■ ■ 1 a 1 1 i p r r 4 

1 t R 4 1 1 II 1 I 1 H 

I R ■ 1 4 4 ■ i 1 P 1 4 

4 R R ■ 4 4 R 4 1 R 1 ■ 

1 II R R a 4 R 4 1 R R 4 

.. R 1 1 F 

1 1 1 1 1 1 I 4 R 4 M 

4 i 1 1 R i 1 4 1 1 i r 

“ - “ Timm f p ti 

I 1 R 4 1 1 1 4 J r 4 i 

■ [ 1 1 1 III 1 R 1 I 

l M 1 1 H M m 


4° ASINTOTAS. 

Si existe una recUt L para una curva C de tal manera que $e desplaza a lo Largo 
de la recia L indefinidainenle. La disiantia entre L y C tiende a cero, en este 
caso se dÍLc que La recta L, es una asinina de la curva C. 

La curva C ex posible que se aproxime a la recta L poi cualquier lado y en 
cualquier sentido, también posible que 1 a curva V se iniercepie con I. una o 
más veces y siga siendo asintióla. 

Una curva C puede tener una. varitas o ninguna asíntota. 

Las a sin 6 , das que puede tener una curva son: asíntotas hurí ¿uní al es, verticales 
y oblicuas, 

Ahora veremos como se determinan cada una de estas usintoias. 

ASINTOTAS HORIZONTALES^- 

Lu asíntota horizontal es la recta de h forma [ ■ y = k 

I 1 ara cale ubi las asíntota* horizontales de una curva, 'C ordena la 
ecuación E(x,y) - O en potencias decrecientes de \ y se hace era o si ex 
posible el coeficiente. de la mayor potencia de x luego .se despeja y 
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Ejemplo,- Hallar las asíntotas horizontales de la curva de ecuación: 
E(x,y)=y 7 (9-x 1 )+(x-\) 2 ~i) 

Solución 

JElX y) = y 2 (9 - x 2 ) + ( J _ L ) 2 = 9 y 1 x' y~ «t .c" + 2x - 1=0 
ordenando en potencias decrecientes He x, se tiene: 

(1-v’)jc- + 2jc + 9> ; -1 = 0 

se oh serva que x* es el de mayor potencia, luego a su coeficiente igualamos a 
cero es decir: - y 2 + | = 0 de donde y = ± I son dos asín iotas horizontales, 

OBSERVACION.- Si de la ecuación E(x.y) » 0 al despejar y se tiene una 

expresión de la furnia. 


tf 0 jr" + «, JC™ " +“■ + a H 

+A|X ffi ^ + .,. + ¿ rt 


íi^ # 0, b% j í Ü 


como m y n positivos, tiene asíntota horizontal en: 
i) L: y = 0 * si n < ra 


On 

Ü> L*. y = —-, sí n “ m 

iii) Si n > m, la gráfica no tiene asíntota horizontal. 

Ejemplo.- Hallar la asíntota horizontal de 3a curva de ecuación 
É[x*y) = x 2 y - x 1 - 4xy + 4y - 0 


Solución 


Despejando y de ,r y-x' - 4*y * 4y = 0 y - — 

x~ -4x + 4 


Luego de acueiriri a la parte ii) se tiene Lü y=l asíntota horizontal 
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ASINTOTAS VERTICALUS.- 


Son las rectas de la forma L: x = h para calcular las asíntotas 
verticales de una curva, se ordena la ecuación E(x,y) = 0 en potencias 
decrecientes en y, luego se hace ¿i cero si es posible el coeficiente de 
la mayor potencia de y, enseguida se. despeja x. 

Ejenrp lo, - í ful lar Ias as i ntotas veri iea le s de la cur va 

= jr ! y 2 + (f 1 - 1) -t -3 y 1 - í = 0 

Saetín 

Ordenando en forma decreciente con respecto a y se tiene 

■2 2 

+ x- 2)y - x - j * 0 , luego d coeficiente de la mayor potencia de 

y es *+jt- 2 = 0 de donde (x + 2X* - l> = 0 se tiene \ * -2 T x =■ I son 
los asíntotas verticales 

ASINTOTAS OBLICUAS,- 

Son las rectas de la forma L: y = mx + b T m * 0, las a sintoras 
oblicuas :se calculan mediante el siguiente criterio 

0 Se reemplaza y = mi + h en la ecuación E(x,y) = 0 de tal 
manera que i :í x,mx + b) = 0 este en función de x. 

ii) Se efectúa las operaciones indicadas ordenando la ecuación 
en Urrma decreciente en x. 

iü) Se Iguuiu a cero tos coeficiente:: de las do& potencias mas 
aíras de x 

iv) Se resuelve h& ecuaciones obtenidas en iii¡) de donde se 
obtienen los valores de m y b. 














Kj l iiiplti.- Calcular las wintotas oblicuas de te curva de ecuación 
E(x. y) = x 2 -xy + y = 0 

jwflIlK'iÓlj 

Sej. L: y = rtix + b r la ecuacién de lu ¡mitinia oblicua 

s 

x ” - + £0 + mx + b - 0, de donde (1 - m)x 2 + («l - t)x + b - 0 


por identidad se Tiene: 


1 >* = Q 
m - k - 0 


m = 1 , b = I 


,\ L: y — a. + I es la asíntota oblicua 


33. ECUACIONES F ACTO RIZA BL li¬ 


cuando la ecuación Efx.y} = 0 en e! primer miembro litne un producto de dos 
o mAs factores variables, en este caso la gráfica de E(a.yl = 0 corsisie de te 
gráfica de cada uno de los facturas resultantes* esto es sí E(x,y) = u^,w 
entonces 


Eíx,y) = 0 « E(x.y ): 


u = f\(x*y) 
v ~ hix*y) 

W= /j(jT.>) 


EJ em píoTraiar la grAtica de la ecuae ión 

E(x. y) = jr* - y* - + xy" - + 9y - U 

Solución 


Faetón zandi i x 1 - y J - x' y + xy ; - 9x + 9 y - 0 se E Lene 

j r 5 -y 3 -{**?“ .¡(y 1 )-SK^-jO “0 

(x - y)(x 2 + x> + y 1 ) - xy{x - y) 9(x - y) - 0 
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(x- y Xx Z + tv + y 1 - jtjí - 9 ) = o * de donde 
U - yK* 7 + r - 9) = 0 * - y = (i v , T * + y 1 -9 = 0 

f(i,y) = (j-yX- | E J +>' ? -9) = 0 « ysí v x~ + y 2 =9 



3,4. EJERCICIOS O ES A KttOLL A Ü( )S.- 

Discutir la gráfica de las siguientes curvas 

l> jr J y-2x 3 -l6y=:0 

Solución 

ínicrsccciones con tus ejes coordenados 

Cim el eje X, hacemos y = 0 y reemplazamos en la ecuación 

0 - 2x" -0 = 0 =s x = 0 es la intersección con el eje X 
Con d eje Y, hacemos x = 0 y leeniplacamos en la ecuación 
ü 0 - lóy s0 =} y = 0 es Lj intersección con el eje Y 
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Simetrías 


Con iespecio al eje X: 


E(x*y) - x~y -I*' “l&í 
Efr-y}*-* 1 —2je' +1 ty 


FU y) * E{x. y) 


no es simétrica respecto al eje X, 
Cutí respecto al eje Y: 


£U,yí- jr 2 y-2x 3 -Jfiy 
£<-a,>>--í z >—2 Jf i 16* 


E(x.y) = Eí-^y) 


es simétrica respecto al eje V 
Con respecto di origen; 


£■(,*> y) = *S-¿ 2 -16y 
£(-r-y) - ' y - 2x 2 + L6y 


B(x^y) * Eí-x.-y) 


no es ximétr ica con respecto al origen, 


Extensión 


2x 2 


Despejamos y; y -——— <le donde O f fi í —4-.4J 


" -16 


Despejamos x; x = ±4 


y-2 


y 

como x es real si —-— ^ 0 

y-2 





donde Rf. -< ”=*.01 c j < 2,+^ > 


Asíntotas. 


Asíntotas Verticales: y 



de donde x -16=0 =n xm4 r x - -4 asíntotas 


AsinlotdS Horizontales: \ *• +¿| 

\y-2 


de donde y 2 = 0 =? y ^ 2 asi mo ta 



Tabulación 



r 0 

±1 

f±2~ 

±3 

2 1 

0 

-0.1.1 

-0,67 

-2.6 


xy - x - 4y + 2 - 0 

Solución 

Nea EiX.y} = xy - \ - 4y + 2 = 0 la 01:11 ación de la gráfica 
Intersección con los ejes Coordenados, 































Con c3 eje X, hacemos y = 0. de donde il reemplazar se 
tiene: E(>u0) = *«)} - x - 4(0) + 2 = 0 =► x=2esb 
intersección con el eje X, 

Con el eje Y, hacemos x = 0. de donde al remplazir se 
tiene: EíO.y) = %) -0 4y+2- 0 =* y = \ es la 
ínter sección con el eje Y. 

Simetrías. 


Con respecto al eje X: 

E{x,y} = xv-j-4y + 2 
E\x-y) = -xy -x + 4 v t 2 


E(x.y> * Ei-xry) 


no es simétrica con respecto al eje X. 
Con respecto al eje Y. 


Elx, y} = xy - x-Ay + 2 
E{-x, y)= -xy + 4 y 4 2 




no es simétrico con respecto al eje Y 
Con respectó al origen: 


£(jc t jí)- xy-*-4>+2 
E(-x-yj ■ xy + x + 4y +2 


E(K T y)*fc(-Ji,-y> 


no es simétrica con respecto al origen 


Extensión 


x -2 

Despejamos y: es decir y - —— de donde D E 

JF *■ 


A-¡4} 


Despejamos x: és decir 


4y-2 

T^~ 


cic donde D e = íf -11) 


Asíntotas. 


Asíntotas Verticales 


y = 


x-2 

jt-4 


de donde 


x - 4 = 0 =i x = 4 es una asíntota vertical 


Asíntota Horizontal: 


4 v - 2 
x - —- 

y- I 


de donde 


y-l = 0 =* y ~ 1 es tma asíntula horizontal 
Tabulación 



X 

0 

i 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

y 

1 

2 

j 

3 

0 

-1 

co 

3 

2 

5 

3 


x £ y 1 -4.ty 2 +3>- : - 4 = 0 

SoJiuirin 


.Sév. E{x, y) - x ' y' 4xy ' + 3y -4=0,1» ecuación de la gráfica, 





























IjTtír 5 ££c.'ifrr! con ios Ejes Coordinados. 

Con d eje X. hacemos y = 0, de donde al reemplazar se 
líene: E\xj)) = x 1 fO) -+Jf(0) + 3(0) -4 = ^4*0 => no 

existe intersección 

Con el eie Y, hacemos * - 0. de donde al reemplazar se 

2 

Hiero: £(0, y> = (Oí y 1 - 4<0yv 1 + 3y 1 - 4 - 0 =* y “ —j » 
2 

v = —= , si existe íníerecccirna. 

v/3 

Simetrías. 


Con rexpeclo al eje X: 

Cfjf.j) = i 3 y : — 4a,v : + 3> ,: - 4 ^ 


£(**)■) = Eí-x.y) 


es simétrica respecto al eje X, 


Con respecto al eje Y : 

£U r y)=jV -4xy 2 + 3y 2 - 4 
i'Ei-x,y) = X J y 1 + ixy 2 + 3y* -4 

no es simétrica respecto al eje Y 


E(?i,y} * BH.y) 


Con respecto al origen 

*<*■ y'-*'y 2 _4ív: * 3yl y 4 => E ( *. y »* eo*,*) 

E\-x^y \ = jc 3 y" + 4 o + 3y 2 + 4 


no es simétrica respecto al origen 


Extensión. 


Despejando Y: y = -y-*- ■ ■ de donde esta definida si 

^a" - 4.c 4 j 

a” r.4r 13 > 0 - 3 - X 2 - 4x + 4> ] => (x — 2 > 2 > I 
Si {x - 2) ^ > I í=* s - 2 > I v x - 2 < -1 

» x > 3 v x < J 

de donde Ü £ -c -w,.| > ij < 3 ,+» > 


2 y ¿“dy~ + 4 

Despejando X: X = ——--- , que estará definida si 


y ^ Ode donde fi?■ = R - |0J 


As i motas. 


Asíntotas Verticales: 


7“ 


±2 




, de donde 


4x + 3 


jr-4* + 3-Ü =í (x-3)ú-I) = Ü, de donde * = i, 
k = 3 son las as i motas verticales. 


As irnotas Horizontales: x 
es la usintiita horizontal 


2 y ± 


J7 


4 4 


de donde y = U 


Tabulación 


X 

0 

4 

-i 


y 

± 4 = 

H L " 

44 

H- 

a5“ w 
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4) x 1 y-4y + x = Q 

Sidm/iun 

Sed E(x , y) - jC v -4y + * = O, ti ecuación de la gráfica. 

Intersecciones con 3os ejes coordenad®. 

Con d eje X: hacemos y = 0, que reemplazamos en U 
caución: ff(jrjO) ^ *“ (0) - 4(0) + j -0 =s- x = 0 que es 
la ínter sujeción. 

Con el eje Y: hacemos x = 0. que reemplazamos en la 
«citación: E(0*y) - Wy-4y + 0 = 0 => x = 0 que es la 

intersección 

Simetrías. 


Con respecto al eje X: 

£(j.>) - Jt a jr — 4y + x 
E(x-y) - -Jf 2 > + 4y + x 


E(.t,y) * E(X. y) 


no es simétrica con respecto ni eje X. 
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Con respecto al eje Y: 


EU.y) - x~y-4y + x 
í£(-x, y) - r' y - A y - x 


ElXy) * E(-x,y) 


uli os simétrica con respecto al eje Y 


Con respecto al origen. 


E{x r y) - x* y - 4y + j 
E(-x-y) - - r’l + 4y - _e 


Eíx,y) * E(-x.-y) 


Tm i es simétrica con respecto ni origen 


Extensión 


:spe jumos Y: y =--- de donde — R — (-2,21 

x 2 -4 


^ . -liJÍ+Lfiy 4 

Despejamos X: c --, que es definida si 

2 y 

y # 0 d rango de E(x,y) es R ¿ - = R, puesto que se verifica 
para x “ y = 0. 


Asíntotas 


Asíntotas Verticales 


j:" - 4 


. de donde 


x - 4 =0 => x = -2. x = 2 son las asíntotas veiticules. 


-líJt+íúy 1 

Asíntotas HóiÍzaih tales; x =-, de donde 


2.v 


y-ü es una asíntota Horizontal 
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Tabulación. 



■4 

*2.5 

1.5 

-1 

0 

1 

1.5 

25 

4 


0 3 

l 1 

o.y 

-0.3 

0 

0.3 

0.5 

-1.1 

0-3 



x 2 y-4y-x 2 =0 

Solución 

Sea £( j. y) = je 2 y 4 y - x " = O la ecuación de la gráfica 
Intersección con los <j*$ coordenados. 


Con d eje X; hacemos y = O, que reemplazamos en La 
ecuación £UÜ)-r<U)-4(Ü>-r =0 => x - 0 es la 

intersección uun el eje X. 


Con el eje Y: hacemos x = (1. que reemplazarnos en la 
ecuación: i?(CL.y}*=(O) i y-4jr-fl“0 ^ y = 0 es la 

intersección con el eje Y. 


Simetrías. 


Cor respecto al eje X: 


E(x, yj = .r y-4/-jr 2 

. j =* Eí*,y) * Efo-y) 

¿I x. v| = —x y + 4y - x' 


no es si mí trica con respecto al eje X. 
Con respecto al eje Y: 


f (A f y| = x 2 y-4y-x z 
E(-x, y) = je ‘ y - 4 y - x 1 


=> Eí&yl*E{-x,yJ 


es simétrica con respecto al eje Y. 
Con respecto al origen: 


= x 2 y -4y - x~ 
E[-x-y) = -x 2 y + 4y~x Z 


Eíx.y) * Bi x,-y) 


no es simétrica respecto al origen 
I, x tensión 


Despejamos Y: y = — , que eslá definida si i * ±2 

jc“ - 4 

por lo Mito D e = R \ 2,2\ 


4y 


Despejamos X: a = ± --- t que está definida sí 


.v-l 
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Asíntotas;. 


Asíntotas Verticales,: 


v = , de donde 

x~ - 4 


x" - 4 = 0 -r$ x — -2, x — 2 son lus aiintníJA veri judes. 


i 4 v 

Asíntotas E Lorizoniales: x = ±J—— , de donde 




i 


y -1=0 y = i es la asíntota horizontal. 


Tabulación, 


K 

0 

± 1 

± 1 i 

±2.5 

± 3 

JL^ 

0 

-0.3 

-1.2 

2.7 

18 



x* - xy + v =Q 

Sea £(jr, y) = x L - xy + y 


SahKión 

0. la ecuación d t la gráfica 


Intersección con tos ejes coordenados. 


Con ti eje X: hacemos y - 0, que reemplazamos 
ecuación: E(jcJQ} - jl 1 ¿*j( 0> + G = 0 =? s = ÍJ 
intersección con el eje X 

Con el eje Y: hacemos x = 0, que reemplaza mus 
ecuación: f(0. y) = 0- (D)y + y = 0 =* y - fl 
intersección coin d eje Y 

Simetrías. 

- Con rc&peck) al eje X: 


[ £Yx T y) - x -xyf y 
[E(x -y} - J + xy - y 


Kí*.y) * E(x,-y) 


no es simétrica cotí respecto al eje X, 


Con respecto ai eje Y: 


£(x.y) = r t" - xy + y 
E(-x,y) = .r + xy + i 


E(x t y}* E( *,y) 


es simétrica con respecto al eje Y. 
Con respecto aE origen: 


FÁx.y) ~ x 2 - xy + y 
Ef-jc^y) = jc j -xy- y 


=> 


E(jc.y) * E(-Jíp-y) 


no es simétrica respecto al origen 


en la 
es la 

en la 
es la 
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Extensión. 


ir 

Despajamos Y: y = -- f está definida si x * I p™ b 

tanto D É = ff -1-1] 


J i 

■ i j- j ^ V| 

Despejamos X: x - —-, que está definida si 


/-4y>(}:zí (y A - 2j-£4 =* y-2>2 v y-2 <2 


=> y £4 v y < 0 


por (o tanto tenemos: =< —«Jí¡ v^[4.» > 

Asíntotas* 

Asíntotas Verticales: y = —— „ de dnnde 

A “! 

x - I - fl =» xsl t&li asimpla vertical 

y±JV-4v 

Asíntota Horizontal: x = -——^ dt donde no 

haj asimplas iTorizomaleF. 


Asíntotas Oblicuas: sea ymm% + b es la asíntota 
oblicua que necm pifiando en la ecuación 

j" - x(fiu + h) + mx + b - H por lo tanto 1 m - 0 y 

m - h = 0 =* ru = 1 ym = N e donde m = 1 y b ■ 1. 

La asíntota Oblicua es; y = x + 1 


l 



3-5, KJ ERCIC IOS VR OPUESTOS.* 

I) Discutir cada ejercicio determinando las intersecciones, simetría, extensión y 
asíntotas. Construir las gráficas: correspondientes. 


1) 

x~ y - 4 y - x = 0 

2) 

x 1 - jcy + 5y = 0 

3) 

J->' -x + 2 y - 1 = 0 

4) 

xy 2 - x — 2 y' +1- 0 

5) 

*y - x -4y + 3 = 0 

6) 

jr “ay + y 2 = 12 

n 

2 

x y ~ x" -y = 0 

8) 

j 2 y" + 4j 2 -4y 2 = U 

9) 

y{x-\)x* x 2 - 3v + 2 

lú) 

,r a y a -4jr 2 -4y 2 =0 

11) 

a' y x“ - 4 i v + 4 t - Ü 

12) 

(x+4)U-J)v J =x* 

13) 

¿(x - J)v 2 - x +1 

14) 

y i (9-jr a ) = U-“l) 2 

15) 

jy a -3y* 1=0 

16) 

y Ye 1 -4>- Jf + 2 
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17) 

x 2 y z -x 1 + y 2 + 1 = 0 

Ifi) 

x 1 y 1 + 4.t - -4 y 3 =0 

19) 

*y - 2 ?; - y - 2 = 0 

20 ) 

xy 2 -4jc" 3y 2 + I2v ~ 

21 ) 

yx 2 - 25y-x — 0 

22 ) 

xy" + ^y - 6 .ir - 3 ^ 0 

□espute 

de factoníJir, bramar la gráfica de cada eeuaciÓEL 

1 ) 

y 4 + v 2 — x~ - a 

Hptiip (y 1 

x)(y 2 + * + !) = II 

2 ) 

x 4 - 4jt " + 4 a 1 y ~ 4jt y + xy" + y 3 = 0 

Kpta, (j 1 

y)(A‘ + y 2 — 4j) - 0 

3) 

y y + xy 1 -4xy-4x -0 




Rpta (x+ yKy 1 -4j) *ó 

4) 3x J - 2x l y - 12a" + S xy + Ixy 2 -2y' = O 

Rpta. (3 a - 2.y X + y' 4 a) = Ü 

5) a-- 2a 3 -jr a 7 - 3* + 2xv + xy 2 + 3.sy - y 1 = O 

Kpia- (a - yX * 1 + y‘ - 2x - 3) ^ U 

6) x 5 - y' - jt* y 4 jy ■ - 9 a + 9y = 0 

Rptfi. (a - vXa" + Jr 2 9) = 0 

7) j 1 - x“y - t 3 - jcy" + y 3 + y 2 - x + y + I = O 

Rpífl, ( r - y - L)(a" - _v - I) = O 

8 ) 3y 3 + á y : 2rp 3 - 3y + Üxy + 2x - = O 

Kpta. (3y - 2 jc)(ji " -4.v + y, ~ O 
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CAPITULO IV 


4. LA LINEA RECTA.- 


AnaliiiCümcncc, una recia es una ecuación de primer grado erv do* vari&bles y 
recíprocamente. ÍU griliua tic una ecuación de primer grada en das variables es 
una recta, 

4.1. FORMAS DE LA ECUACION DE LA RECTA 

a) FORMA PUNTO - PENDIENTE.- 

IJORKM A*- La ecuación de la recta L que pasa por d punió \x a r y 0 ) y 
cuya pendiente es mi.. cki:l dado por: 


L y-y^ -í«t(x-jf 0 ) 


Demus I rae iñn 

Lonsideremos La recta I v con pendiente mL, que pasa por el punto jP l 1 (jt 0 , jj 0 ) 
y lomemos un punió genéncu F^s.y) de la recta L, 


Por definición de jki id i crac de una recta 
que pasa pardos puntos se Irene: 


r y - >0 

mL - —- 

v 


de donde se tiene: 
y-yo =t>¡Ux-Aa) 

L: y~yé =mL(x-x 1í ) 
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Ejemplo.- 


thill.ii i ftcii^ckín Je la recta I.. de pendiente 2. que pasa por el punto 


Solución 

La ecuación de la recta es: L ; y-y Q = m£^x-^) 

reemplazando los datos del problema se tiene: 

L y 3 « 2{k -I i, simplificando 


L: 2.i — y + ] ™ 0 

b) FORMA CARTESIANA.- 

Tl'XJREMA.- í-a ecuación de la recta L que pasa por los punios 
P g f x ís i Yq ) , P i f.í|, v, 1 esta dad n por 

^ > “ yo “ (x ~ Afl). .i, * 

Xj - A",!] 


Dminclnición 

t"ortsideremm la recta L que pasa por los pumos P c ú Q h y 0 ). P, (, t¡ i V) ) 
enionces $u pendiente es: 



-»fl> 


Se conoce la ecuación de la recta en su forma punto - pendiente, es decir: 


L Y “Yo = mL(x-jc 0 ) 


,** ( 2 ) 


al reemplazar ( 1 ) en ( 2 ) se tiene: L : v - v 0 — j > 

*1 ’ A 0 
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Ejemplo^ 1 Ialku la ecuación de la recta que pasa por los punios AÍ-3.5) y B(ó,2). 

Solución! 



La ecuación de la recta es: L: y y 0 = V1 V ° {c - * c ) 

X] -*o 

reemplazando los dalos del problema se tiene: 

L: y-2 = {jc - 6 ) ¿amplificando 
“3-6 

*■* L: x + 3y - 12 - 0 

<*) FORMA PENDIENTE - ORDENADA LN EL ORI GEN, - 

l'KOKLMA^ La ecuación de la recta L de pendiente m y que caria al eje Y 
en, el punió (siendo b la ordenada en el origen) esli 

dado pon 

L: y - mi + h 

Demostración: 

Sea L lá recta no vertical de pendiente m, y que intercepta al eje Y en el punto 

fi>C(W 
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Como la ecuación en su fbi tua puntu - pendióme es: 


t y-y a -m(x-x 0 ) 


Y como L pasa por el punto P fl (0,b) se tiene: 
Lr y - b - mí* 0) simplificando 


L: y s mx + b 

d) FORMA SIMÉTRICA.- 

TEOREMA** I.a ecuación de f.i rocía 1. que cima a los ejes coordenados X 
e Y en lüíi puntos A<s,Üi y B{U r b) (a, absc isa en el origen y b 
ordenada en el origen), está dado por: 

L: £ + 
a h 


PemiLst ración 


Consideremos una recta L no vertical que intercepta a Lu& ejes en los pimíos 
A(a.O) y B{Ü,b) 


*6 





Calculando la pendiente de ! se llene 


m = 


k z 0 b 

0—a a 

ahora utilizando lu ecuación en xu forma punto — pendióme se tiene: 

L: y - 0 = m(A - a) .simplificando 

L : y ■= - ^ (je - a), de donde L : £ + — - ! 

« tf b 

Ejemplo*- Hallar la ecuación déla nera.i que pasa por el punto Pf 1,1) e ¡ntercepla 
en el ángulo ctxndenado un triangulo de área igual a 2 unidades 
cuadradla. 

Solución 



a b 

a + b = ah = 4 => b = 4 — a 
ahora al reemplazar [ 2 } en 1 1) so tiene: 
ab-a{4-a| = 4 =* u -4u+4 = 0 =* a = 2 
como b = 4 - a => b = 2 

Lvego L: £+ J sí l, de donde: L: x + y - 2 


■ ■ ( 2 ) 
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4*2. FORMA GENERAL DE LA ECUACION DE UNA RECTA*- 

TEOREMA.- La forma general tic la ecuación de la recia L está dado por; 


L; Ax + B y + C = 0 

E>ondc AJLC son constan íes con la condición que A. 13 y C no son 
simultáneamente indos. 

Dcirwslrui'jón 

Consideremos la ecuación de la recía en su forma cartesiana 

L: y-y 9 (|> 

a la ecuación (!) expresaremos en la forma 
fyi-VoH^-^i-ÍAi-JtoHj'-Jo) = P 
L = í y\ ~ - x 0 )y + x í y a - jf p y t = 0 
de donde: L¡ Ax+By~+C«0 

OBSERVACION*- De la ecuación genual de la recia se presentan los siguícnles 

casos: 

C 

al Si A = U. B * 0. C * 0 ** y = - —, que es una recia paralela al eje X. 

C 

b] Si A * 0, tí = 0. C # 0 => x - — T que es una recia paralela al eje Y. 

A 

A C 

O Sí A * 0. B * 0 entonce! y = -- jc—¡¡ r * que es la ecuación de la recia en l:a 

ñ ti 

A 

forma pendiente ordenada en el origen, de donde m - - - T C 5 decir si se tiene 

la ecuación general de la recía L: A* + By + C =■ (1 su penriienic es: ni - - - 

B 

3 

La pendiente de la ecuación 3ot + 4y + 9 = 0 es L-~ 


Ejemplo.- 


4.3 


RECTAS PARALELAS V PERPENDICULARES' 


Consideremos dos rectas I % y í. 2 con [endientes mL^ y mLj 
ruspcc t i vai i ten te. entonces r 

i) La recta L, es paralela a la recia L 2 (// L : ) si y solo si sus pendientes 
correspondientes son iguales, es decir 

¿i // ¿2 ^ ,ÍJ L| =í;iío 



ii) La recta L¡ es perpendicular a la recta L-* í i. í.n ) si y solo si. el producto 
de sus pendientes es igual o menos i, es decir; 

/ ■! 1 6 : « íir¿j mL 2 - - 1 

Y 


I., 











l)eJ gráfico .se tiene - 90' +0 i ángulo exterior a u ti triángulo}. 


tí A, = ig(90 3 -t-0i) = -c Ig^i = - — 

tgy L 

tg0|,tg0 2 =“1 (I) 

como y wn = 1 (¿ 0 t ■“( 2 ) 

Luego al reemplazar ( 2 ) en (1 i se nene 

Ptfj jn ; = -1 


OBSERVACION.- Consideremos dos rectas, cuyas ecuaciones son 

L, : Ajjc+ B t y + C, =0 y L 2 : Á 7 x + B 2 y + C Z - O. Las 

relaciones siguientes son cnndicionus necesarias y suficientes, 
para que; 

^ JJ 

j) Lj^/L^ «* — ■ — ósea ^ 0 ? - dinfi, - O 

A i fl i 

ii) LilLj AiBj+áiB^Q 

iíi) L\ es coincidente a L¿ si A x - kA l , B l =kB 1 * Cj =*C Zt kit), ósea 
A\ íi | Cj 

A > ^2 Ci 


ív) 


¿i intercepta a en un solo punto sí y solo sí: 


d, ^1 , 

-i*—_ [(sea que 

A2 $z 


^ 0 . 


Ejemplo.- Hallar el valor ó valores de k pura que las rectas de ecuación 
¿ 1 : 2y -Lr^3 = 0 y L? . (Jt 1 1)> *4jc + 2 = O sean perpendiculares. 

Solución 
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Sean: 


L | : - h. i 2y - .1 = 0 
Li : -4c + (í + l)v + 2 = 0 


mi, , * 

2 


mLj - 


Jt +1 


Como LiILí =^» mí., juL - — i t de donde 


k 4 

2 JfeTÍ 


-1 


2 k = -k - 1 


3 


A = - - 


Ejemplo.- 


Determinar para que valores de 
L: (a \ 2)x + £n* -9]y + 3o ? -&r-5 ^O.est 


"a” 


la 


i) Piirulelu al eje X. 

mil Tasa por el origen de coordenadas. 

Solución 


ii) Paralela al eje Y. 


Sea L : {u + 2Jlt 4 \a 1 - 9) v + 3a 2 - 8 a -5 - 0 => mL = 


Sean 


/.j : eje X 
lj ■ eje V 


ntL\ - 0 

itiLi — «> 


tí + 2 

? -9 


0 


L ii L í=í mL = fiiL 


n + 2 

¡r -9 


= ü 


a = -2 


ü> 


Lü Lj ts n¿ - mLi 


# + 2 


l-; 


- 9 


n~-9 


a = ± 3 


mí) (0,0) éL => 0+0+3a 3 -8tf-5-ü a = L a 


recta 
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Ejemplo.- I líillar Ij proyección del punto P(-ó.4> sobrt la retía 4* - 5y + b= 0. 

Solución 


fP|-M) 


L; 4k-5v43=Q 


! A 

!L, 

Además L: 4* - 5y 4 3-0 


porPí BA) enlonccSL 


El punió pedido es A y denotaremos por 
proyección ptrfy\=A. para calcular d 
pumo A. trabare mo$ una reda L\ 
perpendicular a L enmó L 3 1X —> 

3 


mL, = - 


mL 


4 .1 , 

^ mL = , de donde m¿¡ = - -, como L, pasa 

¿i : y-ro = í«¿i(jf-.x. 0 > 


J- : y-4 *=--(*+6} 
i 4 


L, : 5*+*2y + 14 = 0 


además Ac r\L r encone es las coordenadas de A se determinan resolviendo d 
sistema. 


4je- 5>+3= ti 
5*+4 >■+14^0 


jc = —2 
v - -1 


A{.2 t -1> 


OBSERVACION.- Una condición necesaria y suficiente para que tres pumos de 

coordenadas diferentes f¡ (arj, y t ). ft 2 , y : 1. Ft (jr 3 > y -.) 
sean colinea les es que: 


n 

>i 


>'3 




11 

1 -0 
1 
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Ljonipfo- Demostrar que los puntos (J2J), (-3,-2). (2,-J) son CúJincales, es 
decir, que están sobre una misma linca recta 

.Solución 


Los tres primos son colinea les si el siguiente determinante es igual a ucm. 


■p 


12 1 

-3 - 2 
2 -1 


como 


12 

-3 

2 


ta(-2+l)-l<-3 2) + 1(3+4J = -12 + 5+7 = 0 


I 

—2 

-l 


I 

1=0 entonces los tres puntos son cu lineal es. 


AA. DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA.- 


TEOREMA.- Las distancias no dirigida de un punto y ñ ) a una rocía 

L: Ax + Ity + t’ — 0 eslá dada pui Ea fórmula: 




+ B 


lie nuist ración 

Por t! punln Íq{a,) , Vy) ira 7 anuís una tecla L , perpendicular a la recta L. 

B 

Como LiL ^ mí,,--- ' 

A 

E.urgo te ecuación de la recta L, que posa por el punto (,c 0 ,y 0 ) esta dado 
por; 

, B 

i : v - v„ = {.V - x 0 ) dt donde : Bx -Ay+4 - flv„ = 0 

A 


7.1 



















* 



Sea A€ í., n L =5 A e L a Ae L,. de donde las coordemdas del punto A 
se obtienen resolviendo el ¿-¡iteirta. 

djt+ffy+C^P ■■■(!) 

■i 

fii - Ay 4 Avq — flrifj - ü ... (2) 

multiplicando a b ecuación <1) por B y j la ecuación (2) multqriicimus por A. 
es decir: 

ABx + B 2 y+BC = Q 
A Bx - A 1 y + A 2 >' 0 - ABxq - 0 

B"a 0 - A0v o - AC A 2 y t - ABx ü - BC 

de donde se tiene: x =-t— ■ » ¥ =- 5 -“r“ 

AmB" A +fl" 

pnr lo tanto las coordenadas del punto A es: 

ft 3 jt 0 - ABV 0 - AC A " yo ABa 0 - BC 

A{ , ; t i ■ 


a hora ca Icol n m i s díF^. L) = d{ A. P n 1 e> dec ir: 


díF. L) ■, 


r 


f* 0 


£} ’ .Vf| A/ívf) 4 ( 2 


A 2 4 B~ 


l2 , A“y t -ABx 9 -BCi 
’ + > °“ A 3 *# 1 


1 


(A a n + ABy ü + dCr +(fl"i’o + AB.t c + BC)" 


(A 


+ a 2 ) 2 
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(A~ XA*p-t-Jfr 0 +Cr J(Aj( & + fly B +cr 
iA l + B*y 


d[Fu , L) = 


\ 


] A.Kq 4 By 0 +C| 

4a 1 +fl a 


7 A 3 +fl- 


Ejemplo^ Niilbr la distancia riel pumo P{2,2) j la recta L; 3* 4 y + 2 - 0 

Solución 


■h 


*+r VTo id 


d(FJ4= ,Ü 

Ejemplo.- Hallar tos valorea de L para que b recia L. 34* - 3y + lk - 2 = 0 diste 

del pudo P(2,-3) 5 un rindes. 

Solución 


Como drP,L| = 5, entonces 


f4(2>-3í-3> + Jt-2| 


,/ló 4 9 

|15 + k| = J 5 «■ 15 + k = 25 v 15 + k - -25 
.. k = 10 á k a -40 


= 5, si mp] i ti cando 


OBSERVACION.- 


Si dos recéis L, Ax 4 S_v + C - 0 y L 2 : Av 4 By 4 D w 0 , 

son paule Lis entonces b distancia entre estas dos recias está 
dada por la expresión. 


KÍÍ,©=J^ 


VA 2 + 


B- 
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Ejemplo.- 



Hallar Üís ecuaciones de las retías paralelas j la 
\ 3x + I5y - 10= O. que se encuenlra a una distancia numérica igual 

a 2 unidades del punto P{2.1 > 

Solución 


Sea L: Sx + I Sy - 10 = 0 y L, : Sjt +1 5 y + P-0 


Condición del problema d{P,L) - 2 


116tl5 + Pj 

j 64+225 


]31 + Dj = 34 


como | 3 l + D|= 34 ^ 31 + D = 34 

D=3 


Luego ¿i : 8 .* +1 S>‘ + 3 = O , : 


v 31 + D - -34 
v D = -65 

8 -c + 15 v - 65 = 0 


4,5. FAMILIA DE RECTAS.- 

al DEFINICION.- Iodo onyunlo de recias que satisfacen un* ünita condición 

geométrica, se I lanía t a mi lia de rectas O haz (le rectas. 

Ejemplo-- Para ilustrar este nuevo concepto consideremos todas las recias que 
[lene por pendiente igual a 3 , el conjunto de todas las redas forman una 
familia de rectas paralelas y lo representaremos mediana: la ecuación. 


>■ = 3* +k 
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l :i familia lIc rectas que pasan |th sr la interseca «n dr dos rectas dadas son las 
que tienen uti especial interés, suponiendo que las dos rectas de ecuaciones 

L : 4|jr+fl|y+C¡ - 0 

< ' , se cortan en el punto FftfJrt, i'nl 

L, : 4 2 x+B,y + C 2 «0 K 0 Q ruf 

La lamiba de rectas que pasan poi el pumo de intersección de L, y L : esta 
dado por: 


L^+kL-,-0 


donde k es un parámetro, es decir: 


i.: 4|*+ /i, y - C I + k ( 4 , \ + 3.y + C, } - 1.1 



La importancia Je la ecuación (a) está en que nos permite obtener la ecuación 
de una recta que pací por la intersección de dos rectas dadas sin tenei que 
buscar las coordenadas del puntu de iciierseeciiin. 


Fije rapio-- Una recta pasa por el origen de coordenadas y pnr la intersección tfe 
t.i!» recias 3x + 2y - 14 - 0 y x - .3y - I = í) Ib!lar su ecuación sin 
determinar eí punto de intersección. 


Solí ir i fin 


I .a recta pedida pertenece a la Familia de rectas.: 
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L; 3x + 2y- !4 + kU-3y- 1>*0 

Como h recia E. pnsn por d origen t'O.O) entornes 


0+0-1 4 + k(0-0-l) = 0 =*ks-l4 
L: * = 4y 

Ejemplo.* I lallar la ccuiiuiún de ü retía que pasa por el punto de intersección Je 
las rectas L\ - x+7y- 4 = 0 y L z 3.t - 2 y - 8 = 0 y es 

perpendicular a 1 :l lectá L ? ' 5 x - y + 11 = 0 . 

Solución 

La recta L que püsiH por ki intersección de las ¡ecias L y y Lj corresponde < L la 

rain ilia de recias: L: x, + 2y - 4 + k(3x - 2y - 8) = 0 

De donde L: (3k + l)t i (2 - 2t)y - 4 - ítk - G *-* Uí 


Además: 


j L : (3¿ +11 r + (7 - 2k)y 4 - 31 - 0 

{¿j i 5r-y+IUO 



3* + l 
2-7k 


12} 


— 5 


Como L1U -=* wLfljL, *-1 




Ahora reemplazamos £2) en E.3J 

= =* <3k+l)S-2-2k =Í i = --| 

2-2 k I 7 


0 ó 24 

que d reemplazar en (lj se tiene: ¿1 Í- — + 1>t+( 2+ ^ )r-4+ — _ 0 

>v L: 2x + lOy —11=0 


ANGULO ENTRE I>OS RECTAS.- 

TEOREMA,- CuniidererttDS dos redas L t : A, x+ B t y+C, -0 y 
L x : A z x+ Bh y + C : = t), el ángulo 0 = ¿(A, .i 2 ) * formado por las 
i cetas h] y L¿ está dad o por Su fórmula 




mL> - mí^ 

I + mL^ Jiíi-; 


WlLi-MlL; *-l 
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donde ntLy es ju pendiente de la recta inicial y mL¿ es la pendiente de la recia 
final m:respondiente ai ándelo 0. 

De mostración 

Sean i,, Li recen inicial (recia a partir del erial se mide d ángulo), ¿> i a recta 
final [recta a la cual se dirige el ángulo] y 0 el ángulo correspondiente a la recta 

y L ■ 

Sean rnf., y mL^ la pendiente inicial y final eorrcspnnriienle 



de la figura se tiene: [1 = fr + 0 (ángulo exterior de un triángulo) de donde 
0 - p - at, aplicando la ongente, teneims; 

<■0-4 ... (l> 

l+t£0-tg/? 

como mLj=tgíí y tg/J (2) 


altura reemplazamos (2) en í I) resulta: 


n¡Li - inL, 

I + fflL, JílLj 


Ejemplo.- Hallar las ecuaciones de las recias que pasan por H punto P(2,-l) y 
que forma v-ida bita un ¡jugulu de 45 eun ki recta ] 2 \ - 3y +7=0, 

Sfljudón 

IIusliaremos los datos riel problema medíanle el siguiente gráfico: 


79 


















( 2 

ComoL: 2s-3y + 7^0 =* mi = - 



Aplicando la propiedad: 


tgfl = 


tnL ' - mL -^é donde 
l+iüX.jflí.¡ 


2 

""j , 3m-2 < 

t r 4V’ =-_L => =>m-5 


2 

1+ -w 

3 


3 + 2tn 


I j ecuación de la reda L, «: ■ y + L - 5{x - 2) 

£,: 5Jr-y-H=0 


para el caso de la otra recta ¿2 ^ nene **¿3 - ín 
mL - mL 2 


como t¡! 0 = 


1 + fflL mU 


2 

— - ni 2-2m 

dednnde lgtó' = - 3 =* 

1 + 1 


1 


U ecuación de la recta L* es: ¿2 • V+1 ~ “ 5 íx "• 


: * + 5y + 3 = 0 


tLO 


4.7. 


AREA DE UN TRIANGULO CONOCIENDO LAS 
COORDENADAS DE SUS VERTICE&- 


sSc.: 11 P, j ,ij. _v, 1 „ P¿ E.tti , y ^ .1 P- (-V], y,) los vértices de un luán guío. 


H ;ircci deí triángulo en función de las coordenada* de Jos vértices es dado por: 


A , = ¿ 
J 1 


Vi 

1 


x 2 

y¿ 

I 



*3 

>3 

L 



lin efectn: 





= área Á!\Fjl + área BPiP^C -área Af\f',C 


A i = = (>! + yjKJtj-Jt,)+^<>,+/;Kí. -Ij>-i(í,+r a )U3-A|) 

■£ z ¿ 

A \ ~ - ( T i y 2 + *iys + *\yi - -i? y2 -*2_vj - yj y j) 
que apresado en forma de un delemiEnanu es: 


A, - 1 

u 7 

■*1 

y i 

1 

Jti 

X¡ 

[ 

te 

■í 1 

y* 

i 


SI 




















ojisekv \riON.- 



4.N. 


Lj fúcin ás pr : tol 1 L-a pcii a calcul ar e I de termina. ,lc tercer 

orden es: 



FORMA NORMAL DE LA ECUACION HE UNA RECTA.- 

TEOREMA.- La form; ’ -rmal tic l:i ecuación de una ícela e-=: 


L: ’■ -i 0 ■+ y s cn.fl- p = 0 

T>oride p es un número p ;: vo numej Icanicutc i¡¿u^l ¡> la longitud ! la mime! 
!: J/Lida desde el origen l . u ordenadas a la recU L > Q es el Jng i po&ilim 
-vnor Je 460". medida j , tirde Ij paite prohíba del eje X «i la n .nal. 


IVmnst ración 


11 11 ■-' r- : re mí» e I teorem;i i" ■' 1 i n Le í I si gil ic ni c s i á fico. 



cosí - — 

p 

Jíí/tff = — 

p 


= pc<a& 
y 0 = i»*"® 


Puípcosíí./itmiO) 


B2 


■demás L i L v 


m L m u =-■ 


como m L -iga y m ir **fg8 
luego recinplazamus (2) en ( I ) se Tiene: 


- U> 
>» {2) 


tí? ou 1^0= I 


tonto 17 /r = j r .q íí = 


ig ii = ~c tg 0 - - 


L't». 


0 


sen 0 


CÚS0 


m l =- 


eosfl 


jeifí? sen6 

Lj ecuación de Ja recta L en su forma pumo - pendiente. 

L ■ y-yo-rtr t O-A fl ) 

L : y - ¿tfcviíí = - C ° 5 ^ fjr - peosf? | 
j’ctiP 

L: je l-»kí? + ystnB - pset} 2 0 - p co$ ; 0 ~ G 
j- L: s co$ O + y sen 0 - p = 0 

Ejemplo.- SÍ 0=315% Hallar el valor ¡te p en la ecuación L: x eos 6 + y sen 6 - p s= 0 
para que te recta L pase po¡ el pumo P(6r2), 

Sntuciñn 

L k Cus 0 + y sen 9 - p - 0, reemplazando U = 315° 

L: K eos 315 a + y sen 315^ - p = 0 

l-i xcqe 45* - ys«v45 B -p-0 

i Vz 

L : jr - — v - p = ti 

2 2 

cernió l , (6,-2) eL 4 b¡2 + J 2-p = Ü =* p = 4 72 

/. p-A l2 

83 


/ 


























LA BISECTRIZ DE UN ANGULO,- 


Consideremos dos necias, tuyas ecuaciones son: 

L : A t x4¿I li y+C| =»0. L 2 : + fl 2i y+C 2 =0 y demostraremos por L t y 

a las bisectrices de los ángulos suplementarios formados pór ellos. 



Por geometría cktnénlal se conoce que cualquier punto P<x T yj de U bisectriz, la 
distancia del punto Pf:*,*) a las redas Í, L y L 2 son iguales, es decir 

d(P, i.i) — d(P. Lj). de donde 


por medio de está fórmula se puede hallar las ecuaciones de las bisectriz de un 
ángulo dado, aplicando la distancia dirigida de un punió a una recta, es decir 

para la recia bisectriz l[ se tiene: 


M,,r f/f,y + C t |, | Aj.r+ B : y + C z | 


■J*i 


Ar + h; 


A; +ÍÍ 


A|r+fl|y+C| AjJ + B^y + Ci 
± Ja{ + ±^A¡+8¡ 


y para h recta bisectriz se tiene: 

A x x+a x y7cl = A 2 x+B 2 y + C 2 
±-Ja; +B{ ±,j r AÍtB¡ 


OBSERVACION,. 


lil signo se dige de acuerdo al siguiente criterio* 


i) 

ii] 

¿si) 


Si L: Ají + Uy + C - 0, es la ecuación general de la recta entonces: 

i n j .. 1 Ajt + By + C \ Ar + By + C 

thP,L] = ' = , de donde 

vV.s ! ±-M : + fl : 

Si C * 0, el signo de \ 4 1 + ÍT es opuesto a r 


S¡ C" = 0, B * G. entonce» \ A" +■ B~ y Fl tienen el mismo signo. 
§f f' = B = 0 entonces Va 2 + £ 2 y A tiene el mismo signo. 


Ejemplo,- Hallar la ecuación de la bisectriz del ángulo agudo formado por tas 
rectos x - 2y - 4 = Q, 4* - y - 4 ™ 0 

.Solución 

í ’otno el origen O y P está a un misino lado de L, y [ipucsrns a entonces ,í, - — d z 
Como ¿| , j-2y 4 = 0, L 2 : 4ar-V'4~0 


ríj I. P- P\ I — ¿i 2 {P„ L >) 


x-2v-4 4.r-y—4 

%/]+4 -716 +1 


4nx - 2*J$7y - 4vl7 = -4 Bx *■ -By 4 4 o 
,. f /l7 + a B }s - í2-/Í7 + -Jé)y - 4 Vi 7 - 4 B = 0 


4M. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- - 

1) Se dan las ecuaciones de los lados de un rectángulo 5x + 2y-7=0, 
+ 2y 36 = 0 y la ecuación de una de sus diagonales 3* + 7y - 10=0, 
la llar las ecuaciones de los Otros lodos y de tú otra diagonal. 

Solución 
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Consideremos el siguiente gráfico uon huí respectivas ecuaciones 



1 e f’ii- 


5 a + 2y-7 = 0 
3 js+7j-10*0 

L 


=j A[I. P 1> 

U " 1 


L*XL, s* díindc ff V = ~2 


- m¡ = - I 

2 *• 


l«y. ““ 


Li : v - J = - ( x - I), de donde L } : 2x - 5 y + 3-0 


Bt L ? .nL 


5jr+2y-3* = 0 l.ir = 8 

3t+7v-IO = 0 ^ [y = 2 


( 8 ,- 2 ) 


t 4 i Li =5 *i (j| “ - I , de donde m L = - - 


5 . 2 
-¿"L— 1 =* *'** = 5 

2 

¿ 4 ■ y+2 = -<J-3) de donde L A : 2a 5j»-2é>-0 


ahora calculamos los puntos t > D, 


f ^ L ní,j 


D£L t nL A 

calculando h pcnd¡e.me de la recia L' 
-4-3 -7 7 


5x + 2y-3 6 = 0 
2a - 5 y +3=0 

=í 

,1=6 

7 = 3 ; 

06.3) 

5x+2y-3ó = 0 
2.1-óy + 3 = 0 


x = i 

Y = 4 

D(3,-4) 


m j: = 


3-6 -3 3 


L\ y-3 = ^ (jr-6) 


L*i 7 .r lv-33 = 0 


Luego ¿v} 1 2r—5 jp + 3 —0, , Zx—5y 26 = 0 son Jos otros lados del 

rectáiiEub y 7* - 3y- 33 = O es la otra diagonal 

Dada la recia L con ecuación 2y - 3x = 4 y el punto Pü,-3) encontrar la 

m 

ecuación de la recta que pjíñi por P y es perpendicular a L y la distancia nru'*-s 
corta de P u la recta L. 



SüdtiL'iün 

L: 2y - 3s = 4 =? = 

¿j 1¿ =* m L .m¡ »-I 

3 2 

2 a ^ 3 

L \ ■ v- y c -m^fx-xfc) 


¿i : 2 .t i 3v + 7 = 0 
























í 4i cii-sCfcOfi^ más corta del punto F - ; ¡ 3a recta I, es: 


ii{P. L) 


j-3-6-4| 

.4-9 



Hallar la ecuación de la recia que pasa por el punto P(-3,4), sabiendo que 
la longitud de su segmento comprendida entre tas recias x + 2y + 1 = 0. 
s + 2y -IsO es igual a 5 


Solución 



t 1- JTi, 

Luego u(jr, t --) 


Como los puntos F, A, R están en la roela L, entonces se tiene m r . t - fn¿ ttí , de 
donde 

JC, +9 7 jtV+7 

__ ' - * 

2(x, +5|’ ™~ jc 2 +5 2(jc 2 +5> 


JTj + I 


-4 




JT| +5 


Coui 1 .) = m ñ ^ 


*i -*-9 _ a 3 +7 

34*1+3) ‘ ~ 2(ii + 5) 


De donde .x,.o + S.v, + 9 j 2 +45 - j|jr 2 +7 j, + 5.r 2 + 35 simplificando se 
tiene: ji, =5 + 2*-» m 


además d(A<B)= 5, entonces se tiene: 


;|jc 2 JC]) ‘ + (——■ + ——■) 1 = 5 , elevando al cuadrado 


, ¿ y7 + .í| “íi > 

(xi^xirH ‘ -> = 2^ 


(2) 


reemplazando (1) en (2) se licué; 

— 5) + 4 (jj 4 7)* = IÜ0, desarrollando se tiene: 

„ , 49 

5r; + 54JCJ + 49-0 entonces x 2 - -1 1 = - — 

para x 2 - -1 * *1 = 3, entonces los puntos son 4, (3,-2), fl 5 (-3 j) 


luego mL 


I -<-2| 3 

-- =: s» — 

-1-3 4 


L: v-4 -- (jt + 5) 

4 


L: 3x ■+■ 4y + I = (I 


49 73 73 34 

paca jr 2 -—— , A| =- ~ entonces se (iciie tas punios —,—) . 

5 5 5 5 

49 27 

B ^y-y> 


Luego mL- 


27 24 

5 5 


5 5 


7 

24 


v - 4 = - — ( .t i 5) 
24 


L': 7x + 24y-6i = Q 
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4) 


Hallar ecuación de la retía JU paualela a la recta £| ' 2jr — y -3 que forma 

1 

COH los ejes coordenados un triángulo de úrea 9¡í 

ftjlwriMi 

Como Lj /IL, : 2x-y-l = 0 => L ¿ : Ir - y + D = 0 

Interceptando con los ejes coi ordenados. 

14 

, D 

y-0, Jra-~ 

+ x s 0, y - - D 

£> J =3í> =* I> = ±6 

.*. : 2x - y + 6 * 0, í-i : 2jt - y - 6 *" 0 

5) Hallar la ecuación de la recta L que pasa por el punto y es paralela a 

la recta £,: Sx + 5y + 40 - íl * 

Solución 

Como Lll =* L: 8s + 5y + D = D 

Como P (l (L,7)e L => 8 + 35 + D = Ü =* D = -43 

/. L: ftx + 5y - 43 = 0 

6} El área de un triángulo es A - 5 ri “, dtw de sus vértices son los punios 
A(3 t l> > BÍL.-3), Hallar el vértice C si ésie se encuentra sotare la recia 
Lr 3x + 2y - 14 = 0* 

Solución 
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Interpretando los dulns medíame un pático 



131 área de un triángulo mediante determinante 


A = 


x \ y i 

i¡^ y* 


-T¡ 


1=5 


I 

x 

3 


I 

-3 

14-3a 


2 

I 


= J0 


,-, + íi^ + ^ U3j .xjl-_w 0 

2 2 

|-IU + 4x - 14 +3)i |-| 7x-241 = K> 

17* - 24 | = 10 « 7í - 24 = 10 v 7*-24-l0 

34 

J 3 7 ~ v 

pi*ra x = 2, y = 4, C,f2,4) 

■ 

34 2 „ ,34 2^ 

i = i' y ' T 1< T’"7 ) 

7 i 1 lili lar las ecuaciones de la recía L que r-^u poi el punió M( 12.3) y idrma con 
Ins ejes de coordenadas un iri ángulo de 24 u ~ de área. 

Solución 
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de dundü ja.b¡ — 48 tí ah - 48 v -4$ 

Sí ab = 48 => 3a + I2b-4B de donde a = 16-4b 
Cunto «b = 43 =* (2&-4b)b=4S -4 (4 b)b=i2 
Ir -4b+l2 = 0, 3¿£/í 

Sí ah = -48 -> 3a + 12b = -48 de donde ¡i = - i b 4b 
Como ah--48 -4 (-16—4b}b =-48 

jM + 4A 2 =-4a ^ ¿'h4^-L2-0 

{b + b)(b - 2) != 0 =í b-AB-2 

Sí b = -G,a=8, i = l ,-. L,: 6jr-By = 4K 

8 fi 

Sí b = 2. b = -24. L*: “ ¿ + í = 1 * v L 2 ; *’-I2v + 24 = G 

Sean A(2 t <J) y B(3,3) la base de un triángulo Hallar el vértice C. .sabiendo que 
el Ama del triángulo es S unidades cuadradas y que Li línea que une el vérlice C 
con el origen es bisectriz, de los ejes coordenados 

Saín ruin 



La bisectriz dte los ejes coordenados es: L: y = x 
Como CH ^ C(x P *) 

De la>. condiciones del problema se tiene: 


* 4 ' 


x x 
3 3 


I 


i = — | 5 jt 
2 0 . 2 

. J 


3x - ñ , = .i 


|2x - 6| = JO <=> * = 8 v x = -2 


para x = 8. y = 8 el vértice Cjííí#) 
para re-2, y - -2 el vértice C 2 {-2*-2j 

JIaliar un pumo simado en la pane positivo del eje X„ desde el cual se va el 
segmento A(-3.4>, B(3,8) bajo un ángulo de 4ü* 

Solución 


Uniendo el puno buscado P(x.O) con los 
extremos del segmento dado, entonces se 
tiene: 



m 


m 


ra 


FA 




8-0 8 


3-Jc 3-jr 
4-0 -4 


-3-x j + 3 


- m- 


tg 45 a = 


m ¿ — ;w¡ 




4 3 

L -t 3 y-x _ 4.V + 36 

v - j. TU 

























1 


tg 45 n 


4jt+36 

^+23 


j 1 -4r-l3 = 0 


4 ±i4ñ_ 

2 


como x > O 


F(2+Vn,0) 


10) Dadas lis recias L,: jq-y + 2^0 y L¿ : jr + 3y-l0 = íh determinar la 
ecuación de la recia que pasa por el punco Pfí>.4> de lal manera que lu parte de 
está recia comprendida entre ¡as Teclas dadas L¡ y queda dividida por el 

punto P en dos se groemos iguales. 


Solución 



Como A t ¿2 =* x 2 + ^>'¿ ~ JO = ^ 
De donde = 10-3>'j 
A A(j0-3>- if y 2 ), además 

H f Jj, " yj 1 2 =• O 

de donde Jtj - y¡ -2 por lo lamo 
íiíy¡ -2. v,) 

de h condición del problema P{ó t 4) es punió medio de A y B entonces 


x i + J : 

2 ” Jf| + * ¡2 

y\ + yi _ 4 l7i+>» s * 

L 2 

reemplazando x 2 =10- 3y 2 , r t = y, -2 en(J) 


* ■ ■ 


il> 


Ti “3y 2 
y, + y 2 = 6 


V| fc 7 í, = 5 

de donde 

¥n = I = 7 


L. 
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m 


Luego los puntos son Aí? J) y 3(5 J) 

Por lo tanto \u ecuación de la recia que pasa por el punto P{6,4] es: 


L: y-4 = ^-i( l¥ -6) 
5-7 


- L: 3* + y -22 = 0 


Ltia recta pasa por el punto N2, -) v felina con los ejes coordenadas 

I— 

triángulo de perímetro 12 unidades, Hallar su ecuación. 

Solución 


un 



La ecuación 

de 

■a recta que posa por el 

punto P es: 


ti 'ó=i 



a b 

corno Pe L 


2 4 


+ - = 1 
■i 3b 



en el A AQB se tiene d(A,3} - -\fa* -j t ■ 
de la condición del problema se tiene. 

I2 = a + i> + \u 2 lh~ , de donde -Ja 2 + £" =J2-{q +%) 

elevando al cuadrado n : + b 2 » 144- 24a - 24 b +a 2 + 2<i&+ b 1 

72-12 h 


simplificando a 


1 4 

como -+-■■ = ! 

a 3Ó 


2 3fc-4 

a~ 3b 


a = 


12-ír 


1.1- 4 

a 3b 


bb 


CU 


3Ó-4 


«. m 
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igualando (1) y (2) se tiene ■ 


72-126 _ toh 
1 2-b ~ ¿-4 


5h 2 - %2h 4 4B ■ 0 


(b - 4}(5b - 12) = 0 => 


b = 4, b - — 
■5 


para b « 4* a = 3 => 



* + * 
3 4 


1 


pura h 





2x 5y 
9 + 12 


= 1 



Los vértices de un triángulo son A{3„3). B( I -3) y t '{-1,2). tlallai d valor del 
ángulo agudo que forma la mediana que corresponde al lado Aft cnu la 
medí ¡Un?. riel lado AC, 



Suluddii 


tg# “ 


mi*i - jb¿( 
1 + tnL t j nL 2 


~v™ 


3-2 I 

^ = 3¿(-l) " 4 


L,LAC 

I , 

~ niL \ '■ 
4 

fflLi = 


■-J 

2-Q 

- 1-2 


m j | jíi — — 1 1 



* _4 



tg 0 - — de donde 0 - arctgí — > 


13) Irla llar la ecuación de la recia L que pasa por el punto y que forma 

ángulos iguales con las retías L t : 2jt - y = 0 y L z : x - 2 v = 0 r 

Stilurión 


14 ) 



<$á 


I 

jiiLj - wL 2 fH 
l + mL 2 *hL i m 

+ T 

tuL - mL\ ííí — 2 
\ \ niL^.mí. 1 + 2m 


1 - Im 

2 \ tn 


como Oí = [l => Ig a - Ig fl de donde 


í - 2 tu _ m — 2 

2 + «i 1 + 2nt 


=* (i — 2m}(.i + 2m) = (m + 2Xm-2) 


l - 4w “ - m “ - 4 ^ m = 1 => m = í I 

por Imanen L y-U=J(*-3) =* L: y* je -3 
L , y - 0 = —jc - 3) =*?* L': y - J — x 


ÜP 


( 2 ) 


... ( 3 ) 


Hallar íli ecuación de la recta mcdiainz, del segmento do recia determinado por 
los puntos Ai 1,23 y 11(5*2). 

^alució i» 
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por lo lauto L- x — 3 - 0 

15 ) Hallar la ecuación de la recta L que pasa por la ínter sección de las recias 
f | _ 4 v - 0 , L' : Zr - 5 y + 7 = 0 y <| IJC Fúrma con los ejes coortteTiadira 

2 

un triángulo de área 8 1 * “ - 

Solución 


Mediante familia de recias se tiene: 

L L t + kL 2 = 0a de donde L; 3x -4y + k(2x - Sy + 7,1 = 0 


L: (2k + 3)í - (5k + % = -7k 


... (11 


7Jt 


7Jt 


2k + 3 5 * + 4 

de donde A~l<- 2 i 7 h K 5 ^ 4 ) ” í; 


«| 


Jt' 


(2* + 3X5* + 4) 


N16 


49t 1 = ló{2* + 3X5* + 4) v 1 = 16(2*; + 3 J(5A + 4) 
m 2 =ÍU\te 2 +23* + lí) v m* =^L6(LOt 2 +23*+12) 


UlA 2 +36B* +192 = 0 v iMk 1 + 36S¿ + =0 
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(jík + SX 37k + 24) = 0 v ajfceff 


B > 24 

rmr lo lanío k - —- , lt;-- 

3 37 


8 

para JL = -^ T L: je — 4y + 8 = G 


ü\ ó3j“2óüy-ló8 
37 


16) Kl sirco de un trián^ulu ABC es 7 a . si Aí 1,4), B{7.-1). hallar el tercer vérliee 

C. ¿i el lado LK es paralelo a \á recta % - 2y - 32. 

Solución 

Lf/ti =* L: x - 2y = D 

= 32 (M)e L => 7 + 2 = D =* D = 9 
I .4 ti — 2y = 9 
(i,b)É L t=í a - 2h - 9 
de donde a - 2b + 9 

Luego el vértice c(a.b) = e(2b + 9, b) 

Ademas, por condi Hóu del prohlema se tiene 



A» « - 


7 

- í 1 


7 - J 

\ 

I 

4 1 

M =* \ 

1 4 

l 

2 ¿ + 9 

H 1 


2 ¿ + 9 h 

i 


H* 


dcsjrrolljiuJo el doler rníiuintc y .simplificando: 


| 8 h+ 8 | = 7 =* Bb + S-7 v 8 b + 3 = 7 de donde b«-~ y h = -~ 

6 8 
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17) 


1 

35 

_ ,35 

para b = - - , 

£ 

a - — 

4 

=* C ' ( 4 

15 

21 

_ A 1 

*-T’ 

n = — 

4 

=» C,(— 

4 


Dadas luir ecuaciones de dos lodos de un recldii£UlO .« - 2y 
% - 2y + 15 - 0. v la ecuación de una de sus diajionales 7x + y - I s 
Determinar los vértice* dd rectángulo y cale ubi su área. 



L s t x-2y^ü 


x-2y+l5 = 0 


Cale dundo ct vértice A se tiene; 


A€ í.v => 


i-2y = -15 
[7jt + y = 15 




y -8 


A(I,S) 


calculando la recia L M donde L AB -L 

J 

L,: j - 2> =0 =? rriLt - - además 

¿ 

i ¿i -fnL^ - -1 =* «¿jw = "2 

1 y - 8 - -2f j - l) dt donde 2x + y = 10 


u 


10U 


Calculando d vértice H 




21 + y = 10 

x-2y- 0 


Calculando el vértice C 


ír = 4 

j v . 2 -* B <«> 


C€ L, r\ L 1 


.í - 2 y =0 

7x + v = 15 


jc = 2 

U-1 


C(2J) 


Calculando e! vértice D donde L HÍ - : y- I«-2{j-2) ^ ¿ ir ; 2x + y = S 


Í‘AC n ¿2 


2jt + y = 5 
-t -2v«-l5 


2.r + y - 5 
x-2y 


15 


x = -I 

y = 7 


DÍU} 


Calculando el úrea del rectángulo, 

A = rf(A, R)J{BX)= +(2 - 8} 3 -/(4“2J 1 +(2-l) t 


18) 


= J9 + 36 V4 + I - JÍJ-h/Í - V9,5 3 .- 3,5=15/4" 

Sobre la recía x - y 2 = 0. hallar un punto P p tu! que la suma de los 
cuadrados de sus distancias ü los punios A(4.G) y B[Q¿) sea M 


SoJmiiin 
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(a.b) e L => a-b-2 = O =í ¡i = b 4 2 
condición del problema: rf(.4,/ J r + d(fí. Py = ! L 


(a - O) 2 4 {/í - 2)“ + (a 4) : 4 (fr-O)' = 11, desarrollando 

2¿j‘ + 2b 1 - 8 - t 9 = 0 como a = b + 2 

2(h + 1) ¿ + 2fr - fi (b r 2} 4b + 9 ~0, simplificando 

4I? J -4¿ + t = U =* "0 =* b=^ 

a = b + 2 - - + 2 = “ =* 

2 2 

por lo tanto P(~,~> 

2 2 



19) HaltííJ tas ecuaciones de las- recias paútela;» u la recl¿ 3* 4y - 10 - 0, que se 
encuentran a usía distancia de ella 3 unidades 

Solución 


Sea L tf L t ; 4.v -10 = 0 «monees L: 3* - 4y + ri - 0 

l)c la condición del problema se lieric; d(L r L 11 ^ 3 de donde 


\d+ I0| 

^ 9+16 


3 


\ti + t 0 | = 15 «■ d + 30= 15 v d + lü- 15 
de donde d = 5 v ó = -25 
por Lo tanto: L 3 jí 4 y + 5-Ü 
L: lt-4v-25=0 


,02 




20) Una recia pasa por el punió de injerseccíón de las rectas 2s - 3y 5 = 0 , 
x 4 2> 1 3 « 0 y el segmento que determina sobre el eje X es igual al dnble de 

Siu pendiente. Hallar la ecuación de dicha recta de su pendiente. Hallar [a 
ecuación de dicha recta. 

Solución 

Mediante familia de rectas se tiene: 

L: 2*- 3y - 5 4 k(x + 2y - 13> = 0 
L: (k + 2)A + (2k-3)y-5-l3k-0 

De donde mL - - — - 

2*-3 

. r ■ _ . 

Interceptando la recta I con el eje X. se tiene: y - 0, x - „, {$) 

k + 2 

|»r tundición del problema de (I) y (2) se tiene: 


- (1) 
- ( 2 ) 


5 + 1 M 
k + 2~ 


2 k+2 
* 2k-3 


de donde 


(5 + J3k)f2k-3) = -2(k + 2)ík + 2} simplificando 
4Jr-3A-l=0 => k-1, 

4 

Luego para k = L L¡: 3jr - y - 18 = 0 

k — , L-t : j— 2j i -1 = 0 

4 


21 ) 


La distancia de una roela al ortger es 3. la recta pasa por el punto (3 /5,-3). 
I Hilar su ecuación. 

Solución 


La ecuación de lo recia L que pasa por el punto (3V5,-3) es, 
L ^4 3 =míjc-3v5), de donde 
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L mjc - y - 35w-3-0, <lc Ia Umd íc¡ óíl def pr¡ *>lema mí tiene: d(0 J.) = 3 


|-:v;'5w-3| 


á(0, L) = 1 - 3 * de donde |3j5i?i i 3| = 3\í w“ + I . simplificando 

s/lll " +1 


r |~JSm + 31 = \í ' + I , elevando al cuadrado 5 m +2y'5fM + J -=- pa ' +1 


22! 


4j/r ' +2 ‘jSm = 0 => m = 0, m = - — 

por lo lanío las recias pedidas son: f., : v + 3 = 0 , Li : v5 x + 2y-9 = fl 

Hallar la ecuación de la recia Que pasa p^r Af-2,-4) y cuya suma de sus 
inlerseccíones con los ejes coordenados es 3. 

Sed m ió ii 

Como la recta intercepta a los ejes coordenados entonces c¡¿ de la Coima 

.( y 

simétrica L: — 1 

ti h 

2 4 

como A[-2,-4)e L =* -=1 de donde 4a + 2b = -ab — (1) 

a b 

ademas a + b = 3 condición del problema de. donde h = 3 - a ♦*, (21 


reemplazando(2) en (1) se tiene: 

4a + 2p-a)=-*(3-a), dedonde a 1 -5<7-6 = 0 =>a--l T a = 6 

x y 

para a - -1. b = 4 => Li : —y + — - 1 

jc y i 

a-6. b = -3 = t 

0 3 

/* JL] ; 4.r y t 4 = 0 T L z : *-2,y-& = Ü 
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23) 


Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto Pí 12.61 y terina mn los 
eje¿ coordenados un triángulo de área igual a 150 a : T 


Solución 



La eeluición de la recta en 

simétrica es: L : — + ^ =1 

a h 

como P( 12.(3) £ L entonces 
12 6 

+ = 1 6a +• 12b = ab 

¿i b 

tía + I2h - ab 


mí forma 


ti) 


de la condición del problema se tiene: 
]ab| = 300 => ah s; 100 v 4 b - 300 


4 = — | J= 150 =í 
2 


[a b[ - 300 


Sí ab — 300 ^ fía ■+■ 2b — ■ 300 => ¡j + 2b = -50 
como ab = 300 => (50-2b)b = 3ÜQ de donde 
b 2 -25ó + 150-0 -* b = 10, b = 15 


Sí 


b = 1 fl, 0-30 

b = 15, ti = 20 



x y 

3Ó + 10 



.x 

20 



Si ab = 300 ^ 6a + 2b = -300 =* *+2b = -50 
como ab = -300 =3 (-2b- 50)b = -300 de dímde 
¿ 2 + 256-150- O b = 30. b = 5 


a = -2b - 50 


- í«) 


a t -2h - 50 


Si 


b = -30. ii = IU 
b ~ 5. a * -&0 


i; ' ~ - - - I 


I ■ 

“ 4 , 


10 30 


~ÓÜ 5 
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Por lo lanío rie (a) y (Jl) &e tiene 

t, : JC + 3.V-3O-0, L 2 3íjt + 4y-6ftiO 

L } ; 31 jr— y -30 = 0 , t 4 x-\2y + 60 = 0 

flerermifcij el valor de k para que la fíCia k rf(t4l)v <1—0 sea 
perpendicular a la recta 3* - 2y - 11 = U 

Sil [lICÍÓ II 

Sea L : A 1 j + <A + 1)jc + J - 0. : 3i- 2y -I l - 0 

k ~ . 3 3 

De donde mi - - — i ¡hh ^ ^ 

K t i — ¿ — 

1 — Jt “ i 

Como L1 Lj ^ rivltfliLj =-1 de donde —) = _ 1 ^ 3A =21 + 2 

,j_ m "I - I 

i ± Jl 

o => 

*C»n« ki, jo ^ ** n¡ «j- 

Hallar las ecuaciones (le las retías que pasan por el punto P(5J) y forma un 
triángulo isósceles con las recias L, : x-y- J = 0 y 1 2 1 - 1 - 7y -1 - 0. 


Sniumi 



2<j) 


- m 

7 m -1 


1 + 


ai 1 + 


m 


(I - 7mXI + m> = í.m - I )(m + 7) 


de donde 2m + 3m -2=0 =* (2m - J Xm + 2) = O 


1 

entonces m = -2, m = pur lo lanío 

2 

L y - 3 = -2 |\ - S| n L : v- 5 = - U-5} 

2 

Es decir: L: 2x + y - 3 3 = 0 o L': jí - 2y + I- 0 
Parad caso del triángulo A ABC' sea isósceles. 

i-I 

tg4-.BC • => 4 - — - .«-=7 


l + mijtíj l + nT|m' 1 1 + ni 

7 


L'i y-3 = 7 <jc-5> 


■-■ I'; lx- } -22-0 


Hallar la ecuación de la recta que pjsa por d punto de iniErsección de Jas rectas 
¿i : 3 v + 4y - P - 0. L 3 : 4a 3 y + 1 =*0 y cuya distancia al origen es \ { 2 u . 


SuluLiñn 



La recta L que pasa por la iniersección de 
¿i y Li corresponde:! la familia de rectas. 

L; 3x + 4y-9 + k)4x - Jy + I) = 0 
L; (4k + 3)x + f4-3k)y + lí-y = U 
Por condición del problema se liene: 

d(0, ¿) = \ 2 , de donde 
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,0 + 4*1 


L 0 ^ 1 - 9 L. = ^2 „ simplificando JA -9 1= *J r 2 ’jf23t 1 +25 


+ (4-3*V 


elevando al cuadrado Je 3 — ISA + 81 " 50í + 50, de donde 

49 * 3 + IRA-31 = 0 ^ k = - L * - — 

49 

por lo canto: para k*-l. L: *-7y+l0 = 0 

k = ” , L. 27Jje + 103t-4J0=O 
49 


27) Un ángulo de 45 p tiene uno de sus lados sobre el eje X. y su vértice en el 
Origen de coordenadas. Por el punto Pt4,3) se iraza un Segmento que intercepta 
a los lados del ángulo en el punlu A le* tierno del ángulo sobre d eje X) y B, de 

AP 1 

manera que U divida el segmento determinado, en la relación =*- , 

PB 3 

Determinar las coordenadas de un punto C. sobre ct eje X, de morltr que el área 
dd triángulo ARO sea de léu" . 

Satueirin 



l + - 
3 


IOS 




28} 


0 + : r - 


3 = 


I + — 


12-a. 


4 


Luego Ai, - ,0) „ B{12J2) 
J 


Aa ” 2 


12 

12 

1 


12 

12 i 

4 

0 

1 

i|6 4 

4 

0 1 

3 




3 

x i 

ú 

J 


^5 

0 1 , 


12(0-0)+ 0 = 32 =* “Iú + I2,tj = 32 


12.Vj * 4Ü =* j, =4 


DadLLs las vértices de un triángulo Ai L-l ), B1-2.J), C(35). lidiar la ecuación 
de la perpendicular bajada desde el ydniee A a la mediana, (razada desde el 
vértice B, 

Solución 


if; 


f 



I. i asi 


JnL — -1 de donde ^ mL - “i =* mlL — -4 


L - v - v 0 =■ mL\* - x Q ) 
L: y + 4x -3 = 0 


L: y + I => -4(.n - j) 


1W 




















29} Hallar lu ecuación de la recia que pasa por el origen dé coordenadas y forma 
con las recias x-y-l-0 y 2x-y-3-(l un triángulo de área 6iT 



además se sabe que: 


2 

3 


2 - m 2 rtí 

1 i 


-3 I 


I I 


1 — m I - m 

1 6íti " 48»,^ +■ 32 - -&ti + ? =* “ 5)" = 0 


- 6 de donde 


«r = 


30) 


/, L y=-Jf de donde se tic me: L: 5x-3y=Q 

Una necia pasa prr la inlcrseevión de las rectas s + 4y ~ 0, y x - 2y - 6 = 0 y 
forma un ángulo de 45' con la recta 2x y + 2 - 0- Hallar su ecuación 
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Solución 


Sqa L' x + 4y + Itíx — £y - 6) = 0 la recia buscada 

L: fk + I }\ + (4 - 2k¡y - 61 - 0 de dunde mL - - — + A - = k + l ■ 

4-2* 2Jt - 4 

Sea /.j : 2x - y +2-0 =3 mLi = 2 

k + I 


M 


rs4y = 


mL-mLy __ 2 t-4 _¿-3 

l+ml^jnL j_j í + 1 2 




It = 5 


2 k -4 


**. L: x - y - 5 = 0 

i I) Determinar las ecuaciones de Eos lados de un triángulo, conociendo uno de sus 
vértices Af-Uó) y las ecuaciones de la altura 3x + 2y-0 y de la mediana 
X + y “ o trazado desde un vértice 

NuJucióu 


3 

~~2 

2 
" 3 



í'.ic ■ 2 v — \ l 2 0 s (I 

=> 


‘4/ ír / l "”^ r - -/ 


3x + 2> =0 
Jf+ y =0 

v f y = 0 
2r~ 


x = y = 0 


x - 3 y + 20 = Ü 


^ x - 4 t y = 4, MM,4> 


III 




































32) 


M es punto medio de A y C d ¿tunde: 

1 + cr 

* = -7 

* q-7,2) 


- 4 - 


(i + b 


ít - -7 

i* = 2 


^ — 0 7 2 

mbgz = — - - . la ecuación : y - O - -U - O) 

7 0 7 7 

,% : 2*+7y -0 


njLii =• 


e-o 




l - u 


= ~6, la ecuación será L |Fj : y 0^ 6 <a 0) 


- L A ^\6x + y- O 

Dos recias pasan por el pumo P{5,4) de incinera que la suma de sus - 
coordenadas en el origen es -3- Hallar la ecuación de la recta de mayor 
pendiente, 

Solución 

E V 

Sea L: — + = I de tal manera que a + h - -3 

a b 


t omo (5,4) e L 


5 4 

- + - = l ¿sí 4a + 5b = ab 
a b 


Luí£u formando el sistema se tiene: 


4ri + 5b = ub 


b -- -3 - a 


de donde 


4w + Jf“3 “ íf) - üf(-3- ti) 

<^ + 2*-15*0 =* (a + 5)|a-3)-0 =* a = 3. ft = -5 


4“ y 

para a = 3 , b — -fi - > £3 : — + — = I 

3 - 6 


L t : 2 a - y = ó 


a - -5, b = 2 


L,: —1^-1 

J -5 2 


JLi : 2 a - 5> + 10 = 0 


i 12 


33) Los vértices opuesta de un cuadrado son A(4,-3) y Q-3.-2). Hallar las 
coordenadas de Eos oíros vértices. 

&nJticfc>n 



Ai J L =$ mACmL - ] donde 
-3+2 J 


niAC = 


J 


3 + 3 


=i mL — 7 


L y + ^ L:7x-y~b=n 

(a,b) gL^j h_7a-6=> B(a, 7a - 6) 


Oí 1 SA 


fnC'0jtiBA= I de donde 


la —ó + 2 la - ¡ó + 3 




ü + 3 a - 4 

se tiene: (7a - 4)(7a - 3) = ía + 3)(á - 4) ^ a z -a^0 =* i = 0, a = 1 
para a » 0, b = I => B{ i j) 

(cjJí € L d = 7e - ó => D(c, 7c - 6) 

0Xi 1 OI => mCÁ.mDH - -J 


-.1 + 2 7c-6-l , í le -1 

- . -■•--> - -, ■- =-l 

4+3 c -1 7 r - I 

7c ™ 7 = 7(c - i) => c^(J ^ d= -ó ■=* D(0,-6) 

■*- B(Ü) y 13(0,-6) 

34 1 Si tres redas sé cortan en un punto comiíri. se dice que son concurrentes, si las 
tres recias JL, : A t .r + B y y +■ C ; , =0, L 2 : A 2 x+ B ¿ y + C ; ■ 0 y 

Lj ; 4 v x + 5jyi O = fl, son concurrentes, demuéstrese que sus coeficientes 
satisfacen la condición 
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A ] B\ C, 

a 2 b > c 2 

r4j By C j 


= 0 


Solución 

Por dalos del problema se tiene: 

.4, j + /?, v + C, =0 

A 2 xA‘B 2 y -tCj =0 

Ají+ t Cj =0 

despejando x de (1) se tiene: x~ - 

reemplazando i4> en (2) se tiene 


B,y+c 


A 2 í” 


fJ,v + C, 


)+ ffiy + C* =Q de donde y- 


■he, - A¡ C, 
4, B 2 A; 


reemplazando i S) en (4) se tiene 

4jB|C¡ _ AjíjC¡ A|+ 4 jBjC| 
A? B, - A x Aifft 


>«.U> 
... ( 2 ) 
... (3> 

<41 


... (5) 


. .. <6) 


reemplazando Í6) T (5) en (3) se tiene: 

. , „ y 4,C,-AC 2 .. „ 

-r—-— — -)+ ^—“I + L-j — U 


4| — ,4| íl| 


Ai Bi _ "1t t - Xí | 


A-¡' t A| i?i £. i — 4i - 4|Si( | t Á 2 5¡£T] )l + A¡ B \(Ají | A] Cj) + 

+ Ci<A[B : -A ] A 2 8 i ) = Q 

AiA^/ÍiCt AiAhjEÍ|C| - A- .4]5i¿ ¡ + AjAjBiC] t ■ rt^B iL i + 


+ A, Bi C i — A] 4 j B\ Cj - 0 
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simplificando y ordenando se nene: 


c 2 


o 


A| 

A, fl> 

Aj B\ Cj 

35) Hallar la naración de la recta que pasa por el punto F(a p b) y por la intersección 

de las recias £ a ; - 4 ' = I y ¿> t -+ - v - | . 

s b h íi 

Solución 

A bs ecuaciones ó, y L 2 e^presaranos en la forma general 

^t ■ bx+ay—ab 0, ¿i ; ax+hy-ab -0, como la recta L pedida pasa por 

la intersección de L, y L - enkmees por medio de familia de rectas se uene: 


líi| 


L; fax + ay - ab +■ k(n.X + by - abi ^ ti 
L; (A + fa)n + ÍM¿ + a)y -ab-kab = G 
Como P(a,b) e L, entonces se [lene; 

Ulc+b)a + (bk-a)b-ab-k4b=-i0 de dórele k = - - <lb 

ti + /? 2 —ít6 


/ . a fí2 b 
f (b- - 2 ---)j + (¿í- 

q~ +b -oh a“ 


ab 1 l o V 

—--Jy - üfc+ - 5 ——- 

+ />^ -<ü* a^+b-ab 



L: b 2 (b-a)x + tí Z (b -a)y + (ú' L b-ab 7 ){b-á)*iQ 

A L: b : x-a 2 y + & 2 t,-ab-=0 

H.ilLij las ecuacinnes dt los lados de un triángulo, conociendo uno de sus 
vórtices B(2,-71 y las ecuaciones de Ja altura : Jx+y H1 = 0 y de la 

mediana L 2 x t,.3y+ 7 — IJ, Trazadas desde diferentes vértices. 

Solución 


J15 




















Luego V|) = A{ jéi ,-l 1 -3-T]) 

Como M es puní tí medio de. A y B entonces; 
r Ai +2 —18-3*1 




) como jtfe fo emonees 


*■ +2 +2( lS — ) + 7=0 -5 a,-20-0 

2 2 


e -4 de donde At-d.l) 


*Sc = 


-6-1 7 

= - — enlwK'es 


5 -<-4) 9 


AC: y-l = — ú + 4) 


AC: 7.c + 9v + 19 — 0 


m Á ¿ = —' - l - = - ^ - “ “ de donde 
** 2-(-4) 6 3 

4 


Aff: y-l «-•-(*+*) =* AS: 4*+3>+l3 = 0 
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37) Hallar las ecuaciones de los lados de un triángulo conociendo uno de sus 
vértices a(3,-l) y lux ecuaciones de h bisectriz L, : .r-4y + lO-0 y de la 

mediana jL 2 : + lOv-59 = 0, Irazadas depile ti i leí entes vértices. 



Como M es punto medio de A 


Sntnción 

Sea £(.c l , y | )t f.| entonces 

x i ~ 4yi + J0= 0. de donde 

*1-4*1 iú 

Luego £H l.v, -10, y,) 

t B entontes Mí—Q ^ 

2 } 


como M e t 2 


6Í 41 ' 7 )+IO( 


v E -1 
2 


)-59 = 0 


-7)+5(Vj-D-S9-0 =* y* = 5 f jr* 10 


13 

Luego Mí--2) yBilOó) 


m Añ ~ 


- 1-56 
3-10 " 7 


AB y-5 = -íx - 10) 


AB: 6.t-7y-25»0 
además L t es la bisturí* => ig ct = tg [1 


m x -m 6 

----> donde aitj — — * wi, 

l + m^ií 1 + w, jtf ¿g 7 


l 

4 


1 6 I 


-(Ft 

4 

7 4 

J - 4/ri 

1 

I + - 

i2 

4 + ítj 

"2 


1 + — l+- 

4 4 


2 

9 
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BC: v-5 = - - (a -10) de tlL-.ndc 
9 


BC : 2jc+9>-ú5*Ü 


_ 6 je + IO y — 59 = 0 

como CtLjrBC => < _ „ 

2j + 9y-*5-Q 


_ 7 

X ~ 2 
y = R 


Luego C(- - .8) 


l-É 


fn M = 


3-C-^, 


IR 

13 


J!3 


4Ct y+1 *- (x-2) por lo lanío AC 1 S.jt + 13>' — 41 = 0 

13 

38} Jar miro se encuentra en el punió AÍ-7« 1.1 y debe llegar al punto B(-3.5) pasando 

por el río para sacar agua. Si la orilla del ifn se encuentri sobre la iwcta 
L: 2 te - y - .1 = 0. Hallar el pumo l* en la orilla del rfü de manera que laimilo 
recorra la menor distancia. 

Solución 

Calculando del punto M que es pumo 
medio del segmento AB 

Mí— —,^-«(-43) 

2 2 

como L _L L| =* = — I 



de donde 2ffiL t - -1 


mi i =“^ 


Lj : y-3 = -^(jr + 6) =3 / 1 :x + 2y = 0 


enmo P e Lj a L =$ 


x y 2 v - 0 
2* - > - 5 = 0 


f *" 2 

{>=-] 


fg, n 
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3PI r>el errninar Ja cenac ion de una nx'ta q ue pa su poi e I fl ¡iriraní n > del i riá ngu lo de 

vértira AH, l) t R(-2,4) y 02. 2) y es paralela al lado BC 



Solucián 


Calculando el Baricentro 

Gf ’' ~ ~ + * —) = G(U) 

3 3 


21 


ÍJIHC => mfíC - mL 
4+- 2 3 


jtctL = 


- 2-2 


cal 11 ila mííí i la recia I. de pend iente y q ce pasa pew Q; 11) 


40) 


L: 3k + 2y - 5 

Jairilito desea ubicarse en un punto dd eje X paja poder ohservar a sus dos - 
enamorados que so e ncuentra i en Eos punios A.i>3,7) y B{3¿>. de manera que 
los ángulos de ubseivjeión con respecto ;‘l 1 eje X sean iguales. Hallar d punto 
debe ubicarse el temblé l umito 

Sobnibn 



El punto de ubicación dd Jaimilo es 3 - 2.5 - 0 5 




























41) Hallar la ecuación de la recta que pasa por el pumo P(4.6), de modo que su 
ordenada en el origen es el doble de mí abscisa en el origen, siendo ambos 
positivos. 



I _ +JL = j L 2n + y-N = 0 

7 J4 

42) Dadas las ecuaciones de dos familias de rectas: 4 js - y + 1 + (ar + y + 4) = 0 
y x + *y-5 + k z {x- 3y + l) = 0 Determinar la ecuación de la recia común a 
las dos lamihas. 

Snlnririn 


Por teoría sabemos que 4 j - y + 1 +*,(jc + y + 4) =0 es la familia de recias 

que pasan por la Intersección de las rectas 4x - y + 1 - 0, x + y + 4 - 0 
Calculando el punto de intersección de estas rectas 


4*_ y+ l=0 la -"l 

x +y + 4=D U = -3 

análogamente se tiene el 
*■ + 3y-5+t , i (x-3y4 1>=0 


fe* A( L-l) 

pumo efe inicrsección de 


la familia 


[¿■ + 3y-5 = 0 

|jr-3y+]-0 


.í = 2 

' y-1 

k ^ 


&Í2.1) 
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titos dos punios son comunes a ambas familia de rectas y pertenecen a la recia 
buscado. 



C ¡dudando Ij pendiente 


mt- 


1 í 3 

2 + 3 


4 

3 


L: y + 3= (jt i 1) 
3 ' 


L: 4x - 3y - 5 =s 0 


43 > E 1 ¿rea de un piratríngr#rn® ABCLl es 12 u 1 . dos de mis vértices son los 

puntos A(U) y B(2,4). Hallar las ecuaciones de sus diagonales esta situado en 
el eje de abscisa 

Solución 
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M es punto medio de B y D- 



adcmás + ! = *¿ + 2 =^> í|=1 + jc 2 

Luego los punios Cía, ,-3) . P(a 3 ,-4) 


jj + 2 = 2a 
y z * “4 


4-3 

Calculando *nL = ^ - = I, reemplazando en la ecuación de 3a recta 
L: y-3 — I) de donde L; X“y+2=ü 


h =d(c*L) = -:— = 12 de donde |a, + 5js= 12 ,i,=7 v 

4% 


para jc,=-(7, x z - 6 de donde Q7 r 3) t EHó,-4) 
Calculando las diagonales AC y BD 


^ 3-3 

mL - -= -1 donde su ecuación «t £,,; x + y- 4 =*0 

7 -1 


-4-4 

mLt - - = —2 donde au ecuación es; L™ :1 2j + y 3-0 

* 6-2 


para a,-- 17, * 2 =-JS de donde U 17,-3), di -13,-4) 

^ = — = - donde Jiu ecuación es; ¿-i ; x - 3 >■ + fl = 0 
J -17-1 }3 3 



-4—4 

-IS-2 


3 

20 


donde su ecuación es; ¿‘i, 2 a - 5y + 16 
5 


-17 


4 11 EJERCICIOS PROPUESTOS,- 

l) Hadar Ja ecuación de la recia, si el pumo F(2>3J es la base de Ja perpendicul 
tajada del [irisen de cijordenadas a está recia. 


HE 


2 ) 


3) 


Rpta. 2í + 3y-lJ«0 

Dados los vértices de un Triángulo A(2,h, B(-l,-l) y C(3,2| f¡aliar las 
ecuaciones de sus alturas 

Rplu. 4s + 3y U=0. *+y+2-0. 3x+2y- 13 = 0 

Hadar la proyección del punto Pf-8,12) sobre la recta que pasa por los puntos 
A(2,-3) y B{-5.I), 


4 i 


S) 


6) 


7} 


Hpía. ( 12,5) 

Dada La recta ¿x + 3y + 4 = 0, Hallar la ecuación de la recta que pasa por el 
punto M(2.1) y forma un ángulo de 45 ra con la recta dada. 

Kpm. * - 5y + 3 = 0 6 5 a + y - 11 = ü 

I lidiar Ja ecuación de la recta que eü mediato iz del segmento que une a Jn$ 
puntos AÍ7.4) y B(-2,-2j. 

Rpta. 4x + 3y- 15 = 0 

HJ ángulo de inclinación de una recta que no tuca el 2 e cuadrante es 4S fl , bailar 
su ecuación si se sabe que m distancia al origen es 2V2 . 

Rpta. x - y = 4 

fíuílar la ecuación de una recia que pasa por el punió P( |,-2) y furnia con le* 
eje* coordenados, en el icreer cuádrenle, un triángulo de área Au 1 . 

Rpia. 2s + y + 4 = 0 
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8) Dadas las punios medios Af|(2J>, Mi(53) y de los fados del 

triángulo ABC. 

a) Hallar las ecuaciones de los lados del triángulo. 

b) Hallar las ecuaciones de las 3 alluras y de las 3 mediatices. 

Rpta. a) L¡ : 2x — 3 y -18 = 0 T Lj ! Ix - 2 y - 12 = 0, : 5* + > - 28 - 0 

9) Hallar el valor de lí. de modo que la recia kx + 3y - IB - 0 dtsie 3 unidades 
del origen. 

Rpta. ±-jT7 

10} Hallar la ecuación de la bisectriz del ángulo interno del vértice A del triángulo 
ABC, cuyos vértices son A(3,2), y C(0,-2)L 

Rpt», x - 7y + 11 ■ O 

I I) Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto Q-3,2) y tu unan un 
ángulo de 45° con la recta 3a - y + 5 = 0 

Rpta. 2* * y + 4 =0, x - 2y+7=ü 

12} Dadas las ecuaciones de dos lados es un paralelogramos 8x + 3y + 1=0. 
2x + y - 1. = 0 y la ecuación de una de sus diagonales 3x + 2y + 3 = ft 
Determinar las coordenadas de los vértice de e&tc para lelo gramo 

Rpta. (l rlU-%SU$^)y(K,-n) 

13) Dado él triángulo de vértices A(-4 T 3). B{5. 1) y 0(7,5). Hallar las ecuaciones 
de las rectas que pasan por el vértice C y triseca al lado opuesto AH. 

Rptu. Sx — 12y + 25 =0, I4x - 15y - 23 = 0 

14) LI área de un triángulo es A =8 u , de* de sus vértice?, son Ins puntos A<],-2>, 

B(2,3) y el lercer vértice C está en la recta 2x + y - 2 - 0. Determinar las 
coordenadas del veri ice C. 

ttplA. C(.-M>O Cíyy) 
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15) Los vértices de un trapecio son A( 2.3), Bf-3,-2), C(5,2) y D|Z5) 5* 
prolongan los lado* nu paralelos HA y CD hasta cortarse en P. 

Deteminnar las coordenadas del baricentro riel triángulo AFD así formado. 

Rpiüt. G(-¿ 

J 3 

lúl t;n triángulo rectángulo licite un vértice en el mrigen, un cateto de longitud 

4,, ¿ sobre la recta: ¿ 1 x - y y d litro cateto de longitud frj 2 sobre la recta 

y - -x- Ddemimar la ecuación general de la recta que contiene j ta altura 
rdativa a la hipotenusa si su pendiente es menor que I y mayor que cero 

«pía. L: y 0 3s 

17) I la llar un pumo Q smiéuku j| punía Pili,-9) Felauvo a la recta que pasa por los 
punió* A(3,-4) y B{-l ,-2). 

Rpta. Q( 10,-5) 

18) Los lados de un triángulo están eti lus rectas * + 5y - 7 = 0, 7)t + y + 19 = 0. 
Calcular su orea. 

Rpta. A = i7u* 

19) Dados tas ven ices de un triángulo A(l,-J), B(-2J} y C(5*5), 1 la llar la te u ac íón 
de la perpendicular bajada desde el vértice A a la mediana, i rozada desde el 
vértice B. 

ftpta. 4x + y ^ 3 = 0 

20) Hallar la ecuación de la recia que pasa por P(3,4} y rol que el segmento 
comprendido entre las rectas Lj . 2x - y + 4 - 0 y L 2 r 2.v + 3y - ó = 0 , Sea 
dividido por el punto P pe* la mitad. 

Rpta, 6x + y ™ 22 e 0 

2 1) Dad** los vértices de un triángulo A(2, 2), B<3, 5) y C(S,7). Ilallar la ecuación 
de la perpendiculindad bajada desde el vértice Cafo bisectriz del ángulo 
interno del vértice A. 

tipia, k — 5 = 0 
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22 ) 


23 ) 


24) 


I (aliar l:ts Ecuaciones de los. lodos del ir¡npulo ABC, si uno di sus vértices e& 

A[4,2), y las ecuaciones de 9u aliara y de la bisectriz trazada de un mismo 

vértice MUh respeetiv ámeme. 7x - lOy + I? =0 y 3* I0y + 9 - 0 resolver 
el problema de dos maneras, 

a) Hallando los oíros vértices. 

i» .■ 

b} Sin hal la r los otros vertí tus. 

Rpta, x - 5v + 6 = 0, 5.ii + y + 4 = 0. iüx + ?y - 54 ~ 0 


La suma de las cotmknudas en el origen di 1 una recia es 7 y el área del 
triángulo que esta recta determina! con los ejes coordenados es ó, huttar la 
ecuación de la recta en su forma simétrica. 


Kpta. 


■ i. r + 4=i 
3 4 4 1 


Hallar las ecuaciones de las recta paralelas a la recta + 4y - 3 2 = (I y que 

3 2 

forman con los ejes coordenados triángulos de área — u 


Rpta. 3x + 4y + 6 - 0 


25) Dado d triángulo de vértice A(-2,2), B{ 3,5) y C(5,7) s hallar la euuadón de la 
recia que pava poi el vértice C y es perpendicular a lüi bisectriz del ángulo 

intento A 

Rpta. 6x - y - 23 = 0 

26i El vértice del ángulo recio de un triángulo csiá en AUAl, la hipotenusa está 
sobre la recia Jx + 2y - J= 0 y unn de los extremos de la hipotenusa está en 
13(1,2). Determinar las coordenadas del otro extremo C. 

Kpin. C{ Id,-26) 


27) Una recta pasa por el punto A{ 6.7) y forma con los eje:- cooffdCflados nn 
triángulo de área igual a 10 Su 2 . Hallar su ecuación 

Rpta, 7x + 12y - 42 = n t 7x + 3y + 21 = 0 
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Hall,-ir lus ecuaciones de ios fadu* del triángulo ABC si se dan uno de. sus 
vértices Aí 1,3) y las ecuaciones de dos mediadas a - 2v + 1=0. y 1=0. 

Kpla. x + 2y - 7 = 0, x - 4y - J = 0, * -y + 2 = 0 


H;l! :ir las ecuaciones de ios lados de un iriángulu si se dan uno de sus vértices 
Bí 4.-5) y bft ecuaciones de dos al Euros Sx + 3y-4 = 0 y 3i + gy + 13 = Q. 

Rplii. 3x - 5y - 13-0, Sx - 3y +17 = 0, 5x + 2y - 1 = 0. 

Ií.iii;ir las ecuaciones de los lados de un triángulo conociendo uno de los 
vertí ues A(4.-l) y las ecuaciones de dos bisectrices x 1=0 y x-j-l = g. 

RpLi. 2x -y + 3 = ü. 2x + y -7 = 0. x - 2y - 6 = Ü 


Un.i tecla pasa por el punto Pía,3) y En suma de los segmentos que deiermina 
snhic siv ejes CiXaücnadas es 10. .Hallar 9a ecuación de la recta. 

Kpca. x + y-5^0, 3x + 2y 12=0 


Hallar D ecuación de la recta que pasa por P(2,$| y d punto Q que divide al 
segmento que une los punios Aí2, 3| y BI-1.-2] en la razón AQ + QB = -4 + 3. 

Rpta* sí. - 2y + 8 - 0 

La icuta L, : bs + ay = ab forma con Ins scnit ejés coordenados un triángidu 
ti: arta igual a 4 n \ Hollar el valor de a + b sabiendo que L y la rería 
L, : 2.x - y 0 lorman un anguín cuya langente es -2. 


Rpta, 



Hm l?;ir Ja ecuación de Ja recta cuya ordenada y abscisa til el Origen suma cero, y 
que contiene al punió F(2.4| r 


Rpta. x - y + 2 = 0 


35) Dn móvil parle üe A{23) pura ir a R{9.8) debiendo tncuf P(í>.y) y QU-0) nobre 
ambos ejes Determinar P y Q para <3110 el recurrido S*a mínimo y calcule este 
recurrí do. 

Rpta. P<0J¿QC1,«!' d-\\h 

36) I [¡ilLii la* ecuaesunes de los lados de un Iriangulo conociendo uno de suf 
vértices B(2 t 6) y las ecuaciones de la altura x - 2y + 5 = d y de la biseciíii 
7x + y + 5 = 0,1razadas desde uno de sus vértices. 

Kplíi- 4x - 3y + 10= 0, 7x + y - 20 = 0. 3x + 4y - 5 = 0 

37) El área de tan triángulo es A-\.S u 1 , dos de su> vértices sun kts puncos 

Af2,-3) y BP.-2) y el centro de gravedad de este triángulo está en li recta 
3x - y - 3 = l>. Determinar las coordenadas del tercer ve ni ce C’. 

Rpta, C(l,-»nC(-2 r lO) 

38) El producto de Iris segmentos que una recta determina sobre km eje^ 

coordenadas es igual a -b Hallar la ecuación de hi recta si su pendiente es 
igual a 3. 

Rpta, 3 a - y-3-Í2 = 0 . 3a - y + 3 /2 = 0 

39) Demostrar que la ecuación de lu recta que pasa por d punto y í£ 

paralelo a la recia Ax + By l C = 0 puede escribirse de Id siguiente forma. 

A{x- *,} + flCy-7i>=0 

40) Halla: lu ecuación de la recia cuya ordenada y abscisa al origen suman H y 
que pasa por el perito Pt2,2). 

Rpim Jt - 2y + 2 = 0, 2* - y - 2 “ n 

'41) Un rayo de luz va. dirigido por la recia x -2y + 5 = t), al llegar a la recta 
3 a - 2y + 7 = 0 sé ha reflejado de ella Hallar la ecuación de La recta en la que 
está el rayo reflejado. 
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Rpta, 29x - 2y + 33 = ü 


42) 


Huí lar la ecuación de lu recia que pasa por el punto Q>5 T 4) t sabiendo que 
lu longitud de su segmento comprendido cuín: las. rectas x + 2 y + 1-0 , 
a + 2y - 1 s: 0 es igual a 5. 

Rpta. 3 a + 4y - 1 = 0, 7 a + 24y - ól = 0 

43) Hallar l.i ecuación de la recta que pasa por el origen de coordenadas, sabiendo 

que la longitud de su segmento, comprendido entre las rectas 2 x - y + 5 = 0 , 

2 x - y + 10 = 0 . es igual a \i 0 - 

Rpta. 3* + y = 0, a - 3y - 0 

44) Un rayo de luz va dirigido por la recta 3y = 2x — 12^ ni llegar al eje X se ha 
reflejado de el- Hallar la ecuación de la tecla por donde va el rayo reflejado. 

Rpta, 2x + 3y - 12 - 0 

4.5) Hallar las ecuaciones de los lados del triángulo ABC. conociendo el vértice 
A(3,l) y las ecuaciones de las alturas n + 3y - 7 = 0 y 7x - 2y - 33 = 0, 

Rpta. 2x + 7y - 17 = G p 3 a - y - i4 = 0, 5* + fiy 4£ = ü 

46) Los vértices del triángulo ABC son A(-3,7), BÍ4.I4J y C<* 3,2i) si el triángulo 
A'fí C es simétrica mi triángulo ABC con respecto a !ü recta x y + 4 = 0, 
Determinar los vértices del triángulo A p B'C h y su eir cuneen tro 

Rpta. A f {3.1|, yC(l7j) 

4?) Dido los puntos AH,4), B(2,7). C( 8 ,U) y D(I2¿) y la recta * - y 14 = 0 , 
determinar las coordenadas de un punto P de la recia de muñera que los 
triángulos APB y CPD tenga la misma área, 

Rpta. F( 2 , 9) o P(1B,7) 

48) ELI punto A{2,4) es el vértice del cuadrado un de cuyas diagonales es La recta 
L | : 5.v -t 1 14 = 0. Hallar Jas ecuaciones de los fados y la segunda diagonal 
de este cuadrado 

Rpta. x + 2y - 10 -0, 2 a - y - 10 = 0. x + 2y - 2G = Ü, 2x - y - 0, s - 3y + LO = 0. 
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49 ) Hallar la ecuación de la recía equidistóte de las rectas paralelas 
L ( : 4.f + 3v=24 y L z - 4j + 3y-6, 

Kpta. L: 4x + 3y - 15 = 0 

5U) dados dtü vértices de un triánguln A(-10.2) y cuyas alturas se corran en 

el pumo !'í5,2), dclcrniioar las coordenadas del tercer vértice C 

Rpla. CEó.ó) 

51) Los lados de un triángulo se dan por sus ecuaciones 4x - y - 7 = 0, 

\ + 3y - 31 = 0 x + 5y - 7 = G. Hallar el punto de intersección de sus aliurus, 

Hptu. (3,4) 

52) Hallar 1a proyección del punto FY M) sobre la recia 4x 5y + J = Q. 

Kpla. Aj-2,' i) 

53) Dadas lis ecuaciones de dos ludus de un rectángulo 2x - 3y + 5 ^ Q. 
3x + 2y - 7 = 0 y tino de sus vértices A(2 t -3}. Hallar las ecuaciones de tus 
otros dos lados de este rectángulo, 

Rpta. 3x + 2y = 0> 2x-3y- 10 = 0 

54 ) Dados los puntos medios de los lado® de. un triángulo A(2, D. U(5,3) n C(3,-4). 
Hallar las ecuaciones de sus lados. 

Rpla, 7* - 2y ~ 12 = 0. 5x + y - 28 = 0, 2x - 3y - 18 = U 

56) Dadas las ecuaciones de dos lados de un rectángulo x- Jy - Ó, 
x — 2y + ¡5=0 y las ecuaciones de una de sus diagonales 7* + y 35 = 0, 
Hallar los vértices dei rectángulo. 

RpU. {2,l> T (4^) T (-l.7),Ci,8) 

57) Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por los vértices del triángulo 

A(5,-4X C(-3,-2) y son paralelos y los lados npuesit»,, 

Rpla. 5x - 2y - 33 = 0, x +■ 4y - 11 = 0, 7x + óy 4 33 = Ü 
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58) Desde el punto M{-2,3) se ha di rugido hacía el eje X un rayo de lo? con una 
inclinación de un ángulo o, w sabe que ig ct = 3. Ef rayo ic hsi reflejado del eje 
X Hallar las ecuaciones de las recias en la que están los rayos incidente y 
reflejado. 

Rpü. 3x - y +9 = 0, 3x+ y+9=Q 

59) Hallar la ecuación de la bisectriz del menor ángulo formado entre tas recias: 
Li 9x +■ 2 y “■ Ifi™ Ü y 1 ó r — 7 y — 32-0 . 

Rpt« 3x - y - líl = (t 

&G) I la llar las ecuaciones de los lados y tic las medianas del triángulo que tiene los 
vértices. A(3,2j, B(5 r 2), C{l JO), 

Rpla. 2* + y - 8 =¡ 0, x + 2y - I = 0. \ - y - I = Ü t lados del triángulo, 
x 3 = 0. x + y ~ 3 - 0 t y = 0 son las medianas del triángulo. 


ói) Dado el Triangulo de vértice A(2,4) t B (-\A 1) y C[M>* hallar las coordenadas 
del iitceniiu I y calcular el área del triángulo AJB, 

Rpla, I<2.-6) 

ú2> Dado el segmento de extremos AÍ-3.-5] y B(3, J). Determinar las ecuaciones y 
d ángulo tic las rectas que pasan por d punto P{-M) y los puntos de trisección 
del segmento Ali. 

2 

Kpta. x + i =* 0, 5x + 2y - 3 = 0, 0 - &vfg{- ) 

5 

63] Dados Ins puntos P(0.2) y las rectas L t :*-5?-6 = Q y 
: 7jr-3y-|30 = 0 por I 3 pasa una recia que intercepta a L¡ y 
réspedivuniente, en los puntos A y B. de manera que los segmentos AF y PB 
son congruentes. Calcular el área del triángulo ABC donde C u> !u intersección 
de £| y L : , 

Rpla. A=í]¿f‘ 
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Hallar las ecuaciones de los bisectrices de los ángulos formados por 1 1 > 

Lj ; 7jr-> +7=0 y L 3 ;Jt-y+ ! = <> 

ftpta. 7x - y + 7 « 0 ó 2 x - y + 2 = Ü 

Dados los puntos AH, I), B(-Hk9) se pide establecer íd «nación general de la 
recia q»c pasa por B y que dista tic A, 6 unidades. 

Kpta, 7x + 24y - 146 - 0 

Dados las vértices de luí triángulo A{I,-2k B{Sy4) y C(-2D¡) lkdl.tr las 
ecuaciones de tas bisectrices de los Angulos interno y externo dd vértice A. 

Rpta.n 5 j¡ + y - 3 * Q biseerrií del ángulo interno 
x - 5y - 11 = ü bisectriz dd ángulo externo 

Si Li 2y-¿U-3 = 0 y í- 2 : (k + l)y-4x+2 *0, son las ecuaciones de dos 
rectas perpendiculares y SI i»i y m 2 son sus pendiera tes. Hallar el valor de 

+ «i 2 . 

ttpta, j 

Hallar la ecuación de la recia que pasa por el punto ríe intersección de las rectas 
+ Jy = 5 y 2 x + 3 y = 10 y que al cortar a los ejes coordenados determinan 

un triangulo de 12 u ~ . 

Kpta. 

Hallar el área dd triángulo cuyos lados son U parte positiva dd eje Y, y las 
rectas £.¡ : x-2y+6-0 y L 2 : 2* y = 0 respetivamente. 

RpLíi. A ~ 3 u ' 

El punió At-4,5) es un vértice dd cuadrado cuya diagonal está en la recia 
7 S _ y + g = 0. Hallar las ecuaciones de los lados y de la segunda diagonal de 

este cuadrado, 

Kplu. 4s + 3y + 1=0 , 3x - 4y + 32 = 0 
4x+ 3y- 24 -Q, 3*-4y + 7 = 0 


71 > Fin él triángulo ABC se dan: í ji ecuación drl lado AB . que es 5x - 3y + 2 = 0, 
y las ecuaciones de as altuiux AÑ y W, que son respectivamente 
4 * - 3y +1 = 0 y 7x + 2y - 22 -■ 0. Hallar las ecuaciones de los otros dos 
lados y de la tercera altura. 

Rptfl. LiC 2x + 4y 22 = 0 . CÁ : 2x -7y -5 = 0 * C 7 v : 3x + 5y 23 = 0 

72) Hallar las ecuaciones de los lados de un triángulo, conociendo uno de SUS 
vértices C(4 t - 1 ) y las ecuaciones de la altura 3* - 3y + 12=U y de la mediana 
2x + 3y = 0 Irazuda desde un vérlíce. 

73) Hallar Lis colaciones de los lados de un triángulo, conociendo uno de 
sus vértices C(4.3l y las ecuaciones de la bisectriz * + 2y - 5 = 0 y ki media 
4* + 13y - iO = n trazadas desde un vértice, 

Rpla. * +y- 7 =0, x + 7y + 5 = 0. x-3y+20~0 

74) Dcicnrunar para que valores de a y b la recia L; (a - I )x + (2b - 3 )y - 15=0 
coincide con la recta que es paralela a b bisectriz del primer cuadrante y pasa 
por el punto P(3,2). 

Kpta. a - 16, b = 6 

75) Hallar la ecuación de una recta que pasa pur el punto Q(IJ) y Ibrma Cón la 
recta x + 3y - 4 s 0 un ángulo £1 - árceos (0.8). 

Kpta. 13x + 9y-40 = 0 

76) Dos recias pasan por el punto P(5 + 4) tic manera que la suma de sus 
coordenadas en el origen ex -3, Hallar la «pación de la recta de mayor 
pendiente. 

Kpta, 2¡t-5v+i:o = 0 

77) Hallar al ecuación de Ij recta que pasa par el pumo P(3,5;i a igual distancia de 
los puntos A(-73) y 15(1 1 , 15 ), 

Kpta. x+y- 8=0 o I b.-y- 23 = Ú 

m 






78) Dados ios puntos M 1-2,9), N<-5,í¡), Qí I .Q) y K(-5,2) T hallar un punto P sobre la 
reda x - y + B = 0, de modo que equidista de los segmentos MÑ y QR 

Rpla. (-34) 

79) Dada la recta I.: 2i - Sy - 2 = 0 y el pumo H-—-—. ^ ) ■ Hallar 

2 2 

dos pumos A y B en L, que forme con P un triángulo equilátero. 

Rula. AÍUXBÍ6J4) 

SO) Que valores habrá que da a m para que tus rectas ¿¡i 3x+_y-m-0 y 
L : : mx- jr-3 =0 se interceptan sobre la bisectriz del segundo cuadrante. 

Rpla. m ■= -3 o m = 2 

81} Hallar la ecuación de la recta que pasa por «I origen de eiwdenadus y furnia 
con las rectas \ - y + 12=0, 2\ + y ■+ 9 = 0 un triángulo, cuya área es igual a 
U unid ades cuadradas, 

Kpfci. x + 2y = 0, 23a + 25y -0 

82) Por el pumo PKV1) se ha triada todas las recias posibles, comprendida entre 
las rutas x - 2y - 3= 0, x - 2y + 5 = 0. se divide por Ij mitad en el punto P 

83) Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto F(2,-D y forma con las 
rectas ¿i : 2x - y + 5 - O y L 2 : .1 j 4 6y -1 = Ü un triángulo isósceles, 

RpU, x-3y-5 = Go 3x + y - 5 = 0 

£4) I billar ]¡i ecuación de la recta que pasa pur el punto M{3,-7) e intercepta en los 
ejes coordenados segmentos iguales y diferentes de cero (cada segmento se 
considera dirigido a partir dd origen de coordenadas). 

Rpiú, x + y + 4 = 0 

65) Én las ecuaciones : ¿Lr + (« ó)y—23 = 0 y f, 2 : (l— l)x+í?y - I 5■, hallar 
los valores de a y h para que representen rectas que pasan por c‘l punto P(2.-3). 

RpLa. a = 4, b = -7 
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8G) Hallar la filiación de la recia que pasa por el punto F(2,3) e intercepta en los 
ejes coordenados segmentos iguil longitud, considerando segmento desde el 
origen de coordenadas. 

kpta, X + y - 5 = 0, x - y + 1 = 0. 3x- 2y = 0 

S?J Hallar la ecuación de la recta que dista del punto (2,1) dos unidades, y que 

3 

tenga su pendiente igual □ 

4 

88) Hallar la* ecuaciones de las recias paralelas a la recta Ex + J5y - 10 = 0, que 
se encuentran a una distancia numérica igual a 2 det punto (2,1), 

ttpta. 8x+I5y+3=r 0, Ex + ISy-65-0 

1 Hallar la ecuación de la recia de pendiente positiva que pasa, por el punto 
W, 1) y forma un ángulo de 45* con la recta L; 3x + 2y - I s 0 

Rpta. 

y °) Hallar \u ecuación de la reota que pasa por et punto C(LI) e intercepta en el 
ángulo de coordenadas un triángulo de área igual a 2 ciudades cuadradas. 

Kphi. x + y - 2 — 0* (l + ^)r+(l-s/2)y-’2 = íl 

(1-v2M + (l +v' 2 )y -2 = n 

iJ l) Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto P(5.-5) e intercepta en el 
ángulo coordenado un triángulo de área a 12 unidades cuadradas. 

Rpliu x - y s 10. f 2 + I).t 4 (-ñ - l)y = lü 
{-¡2 I)a + (v 2 +1) y +10 = 0 

Hal.or la ecuación de la recta que pasa por el punto P(R,lS} c intercepta en el 
ángulo coordenado un triángulo de área igual a I 2 unidades cuadradas. 

Rpliu Ix - 2y - 12 =0. 3x - &y + 24 = 0 
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93 J Hallar la ecuación de la recta que pasa por i a intersección de las recias 
¿,:t+2j + 1*0 y L 2 : 5 jr + 3y-9 y es perpendicular a la recta 

¿ a : Jt + 5|í+l0 = 0 

Rptj, L; 5)i-y- 17"0 

94) Hallar la ecuación (Je la recta que es páratela a L: 4* - 4y + 78 - 0 y que pasa 
por la intersección de las rectas Ly: 23i+37> + 44^ fl y 

L 2 : 13*—33y+2B«fl. 

Rfita. x-y+2 = (l 

95) Hallar la ecuación da la recia que pasa por el pumo P(H.ó> e intercepta en el 
ángulo coordenado un triángulo de área igual a 5 50 unidades cuadradas. 

x + 3y - 30 = IX U + 4y- 60 = 0. 3 k - I2y + 61) = 0 

96) El punió A{2.-5) es un vértice de un cuadrado uno de cuyos lados está en la 
recta x - ly -7 - 0, Calcular el área de este cuadrado. 

Rpta, A = 5 w " 

97) Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por a intense rita de las rectas 
l \ 2.t+3 v “ I y L . : ¿-> + 12 = 0 y que están a v/Í7 unidades dd origen. 

ftpta. L: x-6y + 37 = d a U 6x + y + 37 = 0 o L: fe + y + 37 = 0 

9g) Hallar Ja ecuación de la recia que ex popendicular a la recta 
L, : 2x + 7 v-2 =» I), en su intersección con la recta U : 3.\ - 3>- + 8 - 0 

Rpt». 7x-2y+ 16 = 0 

99) Dados los vértices de un triángulo A(-10,-1-1), Rf-2.3) y Cí 2 J V cal cu luí la 
longitud de la perpendicular bajada desde el vértice ¡X a i a mediana trasuda 

desde el SíliceC. 

Rpra. A u 
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100> lúm situada en el plinto A<L 2) entile un grito que se refleja en una 

pared situada en i a recia L: 5* + 2y - ft„ suponiendo que lus coordenadas se 
miden en metro*,. Cuanto lardara en nír su eco. 

Rpia. I seg. 

I0I.J Hallar las ecuaciones de las retías paralelas a la recta 3x - 4y - 10 = 0, que se 
encuentran a una distancia de ella de 3 unidades 

Rpta. 3 a - 4y - 25 •= Ú, 3x - 4y + 5 = 0 

1112) Hallar la ecuación de la recta que es perpendicular 3 la recta L, r 5 jt- y—I - 0 
y que forma con los ejes coordenados un triánfiiíii de área 5 u 2 . 

Rpln. x t 5y f 5 H. = O. r ■+ 5 y - 5^2 - U 


103) M ponto AÍ5.-1) es un vértice de un cuadrado uno de cuyos lados está en U 
recta 4x - 3y - 7 = O. Hallar los ecuaciones de la$ rectas en las que están lus, 
oíros lados de este cuadrado 

Rpta, Se presentan dos cuadrados uno de ellos es 3x + 4y-Il=ÍX 
4x - 3y - 23 = 0. 3s + 4y - 27 = 0 y el otni es: 3x + 4y - 11 - O, 
4* - 3y- 23 = 0, 3x + 4y + 5 = 0. 


104) Hallar la ecuación de la bisectriz del ángulo formadu por lis recias 
3* - y - 4 -1) y 2x + 6y + 3 = 0 que contiene al origen de coordenadas. 


Rplu. Bx + 4y — 5-0 

105) Hallar la ecuación de la bisectri? del ángulo formado por las recias 
x + 2y - II - í) y 3 k - by - 5 - 0 en el que está en el punto M(l,-3) 


106 ) 


I lallar la ecuación de III recta a 7 unidades del origen y perpendicular a 
L: 24x — 7y + 8 se 0. 

Rpta. 7% + 24y ± 175 ^ 0 
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107) Hallar 3a ecuación de bs Lulos de un trianguló conchiendo unu de sus ' artices 
C(4 t I) y las ecuaciones de Id altura : 2.í-3v + I2-0 y de Id nie-diáóa 

I, : 2jt + 3y = 0 1 trazadas desde un vértice 

Rpla. 3x + 7y - 5 = 0. 3x + 2y-Í0 = Ü, 9s+Lly+5 = 0 

K)8) 1 i;d!:n la ecuación de la recia que pasa por la intersección de Lis rectas 

¿i ; lí-4y = 0 v L ? : 2jc —5_% +7 - 0 y forma con los ejes coordenado* un 

triángulo de úrea 8¿i ~ , 

RpLu. x - 4y + 8 = 0, 9* — 4y — 24 = 0 

109) Un segmento AB se apoya sobre el eje tic las. coordenadas de modo que A esta 

sobró el eje X y B sobre el eje Y. Si el punió pertenece al segi&emo 

Aíi y se cumple PA + 2PB -O, determinar la ecuación de la recia que 
condene al segmento AB 

Kplflv x - 6y - 9 = 0 

110) DelíTiTKrtjr las coordenadas de! vértice C de un triangulo ABC si se conoce el 
urtoecntio H(5,2) (iniciwceión de las alturas) y los vértices Al6,-6) y Bió,4|. 

Kpto. (10,2) 

111) Bu el triángulo de vértices A(ó,4j, BU ,1) y C(l0,-8) determinar las ecuaciones 
de la altura, mediana y mediatn? correspundieiUes al lado AC 

Kptu, 3 llura - x — 3y~34 = 0. mediana: 9x — 7y — S6 = 0. 

Mediátriz: x-3y-14 = G 

1121 Un vórtice de un cuadrado es el punto P(23) y una de sus diaconales esta sobre 
la recia 3* + 4y - S = 0, Hallar el área det cuadrado 

Rpla. da 

U3) IJn rayo de luz va dirgidu por la recia x - 2y 4 5 = Q, al llega a la recta 
3x 2v + 7 - 0 se ha reflejado de ella Hallar la ecuación de la recta que 
contiene al rayo reflejado 

Hptu. 29x - 2y + 33 = 0 
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114.1 Hallar ¡a ecuación de la bisectriz del ángulo agudo fornico por las dos roelas 
3x + 4y - 5 » Q, 5x - 12y + 3 = 0. 

Rpta, 7* + 56y - 40 = 0 

113) Una recta pasa pcn el punto de intersección de las rectas L, : 2.v-3y-> =0 y 
.r -i- 2> - I 3 - 0 y el segmenta que determina sobre el e¡e X es igual al 
doble de .su pendiente. Hallar la ecuación de dicha recia. 

Rpta, Jx-y 13 = 0. x - 2y - 1 = 0 

116} Los vértices de un triangulo son A{-4,7), Bf-3,3), U(3,-3) Millar la longitud de 
la illaia basada det vórtice A sobro el latió LíC y el área del triángulo. 

Rpla. ir = T A = 9 n r 

ÉJ7t lina recia L dista de In recta L, 2,r+y4 2 =0, V5 unidades, hallar el arca 
del triángulo formado por L y loa semiejes positivos. 

9 s 

Kpia. A - — w“ 

4 

llfi) El punto P(a.b) está en la recta L: x + y - 1 = 0 y equidista dfr las rectas 
L\ : t - y 4 8 = 0 y L 2 : c - y - 3 - 0, Hallar sus coordenadas. 

Rpta. P(~ 7 , 7 ) 

U9) Hallar la ccuacnin de 3a bisectriz de! ángulo obtuso formado por las dos rectas 
x-3y+5=0, 3x y+15 = 0, 

Rpla, * + y + 5 ^ Ü 

!7l]} I I punto A( 4.5) es el vértice del cuadrado una cuyas diagonales es 
L] V.v- y + 3 - O 1 Ull,ir las ecuaciones de los lados y lu segunda diagonal de 
este cuadrado 

Rptft- 4s + 3y - 2 = 0. 4x + 3y 4 5 - 0 
3* ■ 4y +32 = (L 3s -4y + 7 = 0 
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121) Hallar h ecuación de ia recta simada ó unidades dd origen y pasa por el puado 
P( 10,0) y corta al parte positiva del eje Y. 

Rpu, 3x + 4y = 30 

122) Hallar las ecuaciones de lew lados de un triángulo conociendo uno de sus 
vértices A{3,H ) y las ecuaciones de la bisectriz: L ¡: jr-4>'+10 - Ó y de I» 
mediana Luí &.t +1 Üy—59 — fl frtxada desde diferentes vértices. 

Rpia. AB\ fij-7y-23-0, K: 2x+9y-65 = 0*3C: 1R* + I3y-41~Ü 

123) Hallar la ecuación de una reda cuya ordenada ai origen es drible de la de 
2 x 3 y+ 5 - ó sabiendo que pasa por el punto P que está a — de distancia de 
A a Ü, sabiendo A(3*4) y RÍ-2.R). 

Rpm, 3x + 3y-IO = G 

í 24) El punto P(03) dista de la recta y = 2x + b en 4 unidades. Hallar b péía que la 

recta forma con los ejes coordenados un triángulo de menor área posilde. 

Rpla. h =l™4\/5 

125) Dadas las rectas £, : 2x + >- + 2=0 y L 2 : jr-2y + J = 0. Hallar los pumos 
situados en La meta ¿ 2 üea igual a -J5 . 

Rpt*. PÍ0-2)> Qi-U) 

126) El área de un triángulo es S - SiT . dos de sus vértices son los puntos A(3 t l) 
y E| 1,-3 1 Hallar el tercer vórtice C si este se encuentra sobre la recta 
L: 3x + 2y-I4 = U. 

Rpt», CÍ2,4) 

¡ 27) El ángplo de i nd marino de dos rectas paralelas es 0 , si orí a de ellas pauta por el 
punto (p.ql y la otra por el punto (h,k), Demostrar que Ift distancia que hay 
entre ellas es - |(h-p) 5 @a 0 - (k-q)eos Ü|. 


L23) Dados hs rectas j v + 1-0, : x-2y-4*Q, y el punco P(4.2|. 

Hallar Ja ecuación de L tal que pasando por p, esté sea punto medio dd 
segmento de recta L comprendido entre /.j y , 

129) Sean A[-Í,ly U(j,,9l y 09,1) punios medios de tos lados de un triángulo. 
1 lili lar las ecuaciones. de Jas madiotrices dd triángulo. 

Rplíl. x + y = II, * + 5y J 4 = 0. 5s + y - 14 = 0 

130) Hallar las ecuaciones de las recias que pasan por el punto Q{a,b| y forman con 
¡as rectas x + y + e = 0 un ángulo de 45 a . 

Jípta. i*a, y=b 

Pl) I lallar la ecuación de una recta paralela a I a recta 3x + 4y - 5 =,0 que se 
encuentra a una distancia de 4 unidades. 

Rpta. 3x + 4y + 25 = 0 o 3x + 4y = 15 

132) IlalJar la recia que pertenecen a la familia de rectas 2x + 3y + ó + k<x-5y-6)=fl 
y son perpendiculares a la recta hases de la familia. 

Rpla. 3x - 2y = 0. 5x + y + fi-fl 

133) J lallar la recta que posa por el punto de intersección de. Jas revi ai x + 2y +1^ 0, 
2\ + V + 2 - 0 y forma un ángulo de 135* con d cío X 

Rptu. ji + y +■ 1=0 

134) Dada la ecuación dé una familia de retías 2x + y f ] + k(4x ^ 3y - 12) = 0 es 
el vértice de m cuadrado cuya diagonal esta en la recta x 7y + 22 = [| 

( Ullur lite ecuaciones de Jos lados y de la segunda dragona! de este cuadrado. 

Kpta. Udosr 3* + 4y + 16-0, 4x - 3y - 12 ~ 0, 

3* + 4y 34 =0, 4x - 3y + íü = Q 

7,x + y + 4 - 0 


Diagonal: 
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135) Hallar litó ecuaciones de los lados de un triangulo si se sabe que uno de sus 
vértices es el pumo f4,-S) y dos de sus alturas están contenidos en las recias 
5x +- 3y = 4 y 3x + 8y + i 3 - 0 r 

Rpts. 3x-5y-13 = 0, 8* Jy+I7=d, 5x+2y=l 

136) Hallar la ecuación de la recta L que pasa por d pumo M{ 12,3) y forma con los 
ejes de coordnn¿lilas luí 1i (ángulo de 2Ah de área. 

Rpla, X. L . jc - lly-24 = 0 , L z : jf-4jH-24=0 

131) Hallar la ecuación de la reda que pasa por el punto de intersección de las rectas 
/ : 3 X +y 5 = fl y l 2 : x - ly +10 = E> t y csiá a la disiancia d = 5 del punió 

f-h-2). Kpta. L ■ 3x-4y-Í0-Ó, L 2 : 4x + 3>-15-G 

138) Dado d punto A(2,3) y la recta L: x y + 9 = Ó. Hallar sobre está recta dos 
punios que determinen con el punto A un líiángulo equilátero. 

139) Hallar la ecuación do la recia L que pata por el punto Q£-5,4). sabiendo que 
la longitud de su segmento comprendido entre las recias x + 2y + l=(l. 
x + 2y- I - 0 es :gual a 5, 

140) El ángulo de incitación tic dos recias paralelas es 0 si ma de ellas pasa por el 
punió (p,q) y la Otra por el punto (H.k|. Demostrar que la distancia que hay 
entre ellas es p - p sen O - i k - q) coa B|. 

641} Hallai la ecuación de los latios de un triángulo, si se sabe que uno de sus 
vórtices es d punto (-4,-5) y dos de sus entremos están contenidas en las recias 
5x + 3y = 4, 3x + fty + 13 = 0. 

142) El lado de uti íriángulo equilátero ABC mide 2-/B unidades, si los vértices H 
y C están sobre la recia 2x-y-7 - 0. Deiertnir.tir d vérlice A, si se sabe que 
eslá sobre 9a redi x + 2y = 11 
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14j) Ha)le la ecuación k la ree 1 a , deicmnmando I os codicien les de a I forma general 

que pa-xr por el punió 1-2,4) y tiene una pendiente igual a -3. 

ftpti. 3x + y+ 2 = 0 

144} Hallar la ecuación de la recia determinando .os coelicientes de U forma 
general, que es perpendicular a la. recta 3x - 4y + 11*0 y que pasa por el 
pumo (-1,-3). 

Rpta, 4x + Jy+i3 = o 

145) Hallar tas ecuaciones de las rectas que pasan por d punto (2,-1) y que forma 
cada una un ángulo de 45* con la recta 2x- 3y + 7 - 0. 

R[rta. 5x-y-II = 0, x+5y + 3-0 

]46) Hallar la ecuación de la recia cuya distancia del origen es 5 y que pasa por el 

punto (J .7) (dos soluciones) 

Rpía. 4x + 3y-25 = 0, 3x-4y + 25 = ü 

147) Hallar k para que las rectas kx + (k - 3 )y - 18 - 0 T 4x + 3y + 7 = 0, sean 

paralelas Rptá + K - 4 

148) Hallar n, para que lax rectas n .r-f-(w + l)y + 3 =0 sean perpendicular a la 

recta 3x — 2y— 11 = 0. Rjtfa, „ = l± ^ 7 - 

3 

149) Hallar ci valor de M, para que la recia: Mx + (M l)y -18 = 0, sea paralela a 

la recta 4x +3y+7 = D. Rpta. M-4 

150) Hallar el valor de n lal que sean perpendiculares a las rectas cuyas ecuaciones 

son: L } : 3 nx+fy ^ 5, ; fry -4nx = -i. 

Rpfa„ n = ± 2 
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4.12, APLICACIONES 1>E LAS GRAFICAS RECTILINEAS KN 
ADMINISTRACION V ECONOMIA,- 


Estudiare milis diversas aplicaciones de la recta en problemas de administración 
y economía, rales como la oferta y la demanda, y los aspectos correspondientes 
al equilibrio de mercado, ai análisis del pumo de equilibrio y a la función de 
consumo. 

A) GRAFICAS LINEALES DE OFERFA Y DEMANDA. 

Las ecuaciones lineales pueden proporcionar representación razonable exactas 
de 3a oferta y k demanda para un cieno intervalo limitado For lo tanto 
emplearnos las ecuaciones \ incales de oferta y de inunda fura ilustrar ciertos 
tipos de pnálisis- 

i) Una re presen! ación mas general de Us curvas de oferta y demanda es: 



i i) Una represe ntuctán de la oferta y 3a demanda como funciones lineales 

es: 



L 
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(HJ S ERY A CIOM- 

Solámente los segmentos de las gráficas que están en d primer cuadrante son 
Ei:s que sirven para el análisis económico y esto es debido a que la oferta, el 
precio y la cantidad son en general iguales a cero o positivos. 

Una oferta negativa nos indica que los bienes no se hallan disponibles en el 
meneado, y esto puede ser debido ¡i que no se producen o porque son reten idus 
hasta lograr un precio más conveniente, un precio negativo quiere decir que St 
paga Liten a un cierto precio a los compradores para que adquieran los 
productos ofrecidos en el mercado. 

Un¿i demanda negativa 'ndica que el precio es tan afon y que impide toda 
actividad en el mercado, has.;a que se ofrezcan cantidades a un precio 
satisfactorio estos casos se pueden presentar con poca frecuencia, y solo «e 
consideran en análisis ccenémioo más avanzado. 


lif GRAFICA LINEAL Ií¡: \ .A DEMANDA. 

Consideramos el caso más común, ósea cuando la pendiente de una línea recta 
de demanda es negativa, la cual quiere decir que a medida que aumenta el 
preciu, disminuye la cantidad demandada y a mcdid.i que se reduce el precio, 
aumenta h cantidad demandada. 

En cjarros casos te pendiente de una gráfica demanda puede .ser nula, ósea que 
el precio es constarle, cualquiera que sea 3a cantidad demandada. 

En otros casos, la pendiente de te gráfica puede no estar definida, es decir 
cantidad demandada constante e independíenle del precio. 

Estos Eres castra lo mostraremos en el gráfica siguiente: 



Jl iknundj chi pcKfenir wcitWi b> DemudjJa o,n paulóle rulo c) Demanda coi jadíente huJrfinuJa 
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4.13* EQUILIBRIO DE MERCADO. 

El cquilibr ¡o de mercado en un punto (precio), ocurre cuando 1 el cantidad de 
demanda de un bien es igual ü la cantidad ofrecida del mismo 
Es decir si se emplean las mismas unidades para medir "s y pan medir y en 
ambas ecuaciones Ja 'cantidad de equilibrio" > el “precio de equilibrio" 
corresponde a las coordenadas del pumo de intersección de la curva de oferta y 
de demanda. 

En términos algebraicos, los valores de equilibrio de las variables se encuentra 
resolviendo simultáneamente tas ecuaciones de oferta y de demanda Se tiene 
uti equilibrio significativo si el punto de intersección esta en d I a cuadrante en 
caso contrario se tiene un equilibrio no significativo, lo cual i lustraren k.<s en el 
si guíeme gráfico. 







■ 
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4.14, 


EJ E K CICI t>S DES A RRO LL A DOS 


«) 


y 

La curva de oferta para un articulo es x = 10- (suponer que "y" représenla 

4 

d precio y la cantidad demandada). 

aJ Hallar la cantadid den] \i rulada si cI precio es 

i> 4 i) 16 üi) 25 

Aluvión 

Para is4, 4-1Q- — ^ 16 = 40 —y 

4 

■ ■ y = 24 es <1 precio del articulo. 


b) 


o) 


d) 


Hallar ct precio s¡ la cantidad demandada es: 
i) 9 Ü> 7 

Solución 


Para y - 9 r 


JT = 10 - ^ 
4 


4 0~q _ 31 
4 4 


Üi) 2 


■ y = 7.75 es la Caciliriud demandada 
¿Cual es el mayor precio que so pagada por dicho articulo 7 

Solución 

Como lia curva de oferta es jc — 10—- - , el mayor precio de dicho 

4 

articulo es cuando y = 0 por lo tanto ■seria r h 1U es el precio. 

¿Que cantidad se demandaría si ól articulo fuera gratis? 

SoJueiun 

Cuando el precio \ = 0 (gratis) se tiene: 

0 = 10- - de donde y - 40. 

4 J 


14? 


















t) Graficar b curva. 


Para x = ü, y = 40, %. = IU. y = 0 



2) ¿Cuales de las siguienies ecuaciones representan curvas tic demanda?, ¿cuales 
representan curvos de ofertas?, ¿cuales rm represe man ninguna de ellas? 
(suponer que ‘V’ representa el pierio y ‘ V ta curtí idad de la demando). 


a) x - 2y = 0 
c) y ~ 4 = G 

e) 2x - 3y # 1 = O 

t) 3x+4y-J2=U 

i) 2y+3* + 2 = Ü 


h} 3x + 4y-lfl=0 

d) *-3 = 0 

f| 2x + 5y + 4 - 0 

h) 5x - y - 10 = 0 
j) x - 3y = 0 


Solución 


a) x - 2y = f> su grifien csl 



¿48 


b) 3x + 4y - 10 - O 

16 s 

pon y = 0, x * — ¡ x = 0 t y - - 
3 2 



cj y - 4 = 0 dé donde y = 4 donde su gráfico es: 


. 

V 

i 


4 



0 

Ofirla ílwriardíirJa 


d) x - 3 = ü, de donde a = 3, cuyo gráfico es: 


Y 

t 


0 

! 3 
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c) 2 * - 3 y f 1 — O 

1 I 

para y = 0. x - - - ; x = ü> y = , cuyo gráfico es; 

2 3 



f) 2* + 5y + 4 = O 

para y x= 0. x *s -2, x - O, y - 
cuyo gráfico cu: 


i 

Y 

L 

No es de 
oferta ni 

'X -2 

demanda 

\ 

4 * 

' 

V 5 


''•u 


g) 3 jc + 4y - 12 = 0 

para y = Ü k x = 4; a - O, y = 3, cuyo gráfico es: 
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■ i 


i> 


5% - y -LO ~ 0 

para y = 0, \ = 2: \ = 0, y = -10„ cuyo gráfico es: 

Vi 



i 

t 

9 

/ i 

Q 

/* X 

i 

/ 

i 

/ Curva de 
f oferta 

# 

I 

i 

9 

-10 

J* 

i 



2y + 3j«i + 2 = 0 

2 

pura x - 0 f y = -1; y = 0, x = - — * cuyo gráfico es: 



no e$ de 
cierta ni 
demanda 



I5i 

















3) 


Una compañía va ha entregar rnensuulmeiiic 5.Ü00 lámparas a un precio tic Si 
5U0 por anidad Si el precio os de SL 35U por unidad ofrece solu 2.000 
unidades. Determinar la ecuación de oferta para dicho producto 
í ¡rabear su ecuación 


Solución 

Vi ~- 

La ecuación de la oferta es: v- v, = ' 

js - 

cuando jr¡ =500. v, =5000 


Ti 

(,i — ,V]) de donde se tiene: 
Ti 


jr 2 =250, vs =2000 


Luego y - 5000 


2000-5000, 

U 

250^500 


- 500) 


y-5000=^U-500) 

150 


a 2üx - y - 50000 = 0 




4) Identificar cual de las siguientes ecuaciones representa una curva de oferta y 

cual una curva de demanda, determinar el punto de equilibrio y graficar las, 
curvas. 


a> 


b) 


152 


* + y = 5 


2s - y = 5,5 


Solución 


a) 


b) 


La curva de oferta tiene pendiente positiva, por lo tanto la pendiente de 
2* - y = 5-5 es 2 por consiguiente la curva 2x - y = 5-5 es una curva de 
oferta. 

La curva de demanda tiene pendiente negativa por lo tanto la pendiente de 

K + y = 5 es -I, por consiguiente ía curva x + y a 5 es una curva de 
demanda. 


Aflora pura determinar el punto de equilibrio nc resuelve el sistema 

Í sumando estas ecuaciones 

2jt “> = 5-5 

3x = 10.5 de donde * = — = 3 5 

3 

ademis y = 5 - x = 5 - 3 5 = 1.5 

t\>r lo tanto el punto de equilibrio ts (3.5, I 2) 


5) El restaurante “Braotmoros de Jaén” que se especializa en toda comida de 
pescados, vende peleado bonito a SÍ. OJO el kilo y cebolla a Si. \ 60 el kilo. Al 
final de un mes, el propietario se entera que lo* bonitos no se venden bien y 
decide mezclar bonito con cebolla para producir 45 kilos de cevíche. que 
venderá a Si. 1.00 d kilo, ¿Oíanlos kilos de bonitos y de cebolla deberá 
mezclar pura mantener los mismos ingresos? 

Sohtciúj» 

[Datos: x = los kilos de bonitos que la mezcla contiene, 
y = Jtifi kilos de cebolla. 

í/tsmo el peso total de la mercla es de 45 kilos 
Entonces: x 4- y = 45 

El ingreso de V 1 kilos de bonito a S/. 0.70 el kilo es SI. 0.7* el ingreso de “y" 
kilos de cebolla a SI. 1.60 el kilo es de Si. I óy. 
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E! ingreso obtenido de b mezcla de 45 kilos aS/, I 00 por tilo será de SA 45. 
puesto que el ingreso de la mezcla deber ser ¡|íuo 1¡ ai de boniio y de la ccholla 
pyr lo lanto b ecuación es: 

Ingreso de losbuniios + ingreso de las «bollases • ingreso de la mezcla. 

0-7x+Lúy = 45 =* 7s+10 = 450 

de donde se obtiene e! sistema de ecuaciones lineales. 


rl + ■* resolviendo el sistema se tiene * ~ 30. y - 15 

7j + I6y « 450 

En consecuencia 30 kilos de bonito deberá mezclarse coa 15 kilos de cebolla 
para formar Ea mezcla. 


í) Encuentra el precio de equilibrio y I? cantidad de equilibrio de las curvas de 
demanda y oferta 3y +5* = 20* 7y - 3x - 56. 


Su hirwn 

El pumo de equilibrio de las curvas de demanda y oferta se obtiene resolviendo 
el sistema. 


■13 


Jy + 5Jf=200 

7y-3jt = 56 


donde la solución del sistema es: 


9y+ i5y=6UO 
35y- I5y = 280 
44y * fcSO => y ~ 20 

200-Ú0 

como 3x + 5 jl = 200 =* Jf = -— ~ 
d punto de equilibrio ocurre cuando * ^ 48 t y = 20, 


154 


4.15, EJERCICIOS PROPUESTOS. 


0 


La ecuación de oferta de un articulo es x - ay - b. en dunde a. b son constantes 
positivas y representa el precio y V la cantidad en oferta, 

a) Ha II ar el prca n si h can i idad en oferta <s 

i) 5a - b ¡i) a + 2b 

b) Hallar la cantidad en oferta si el precio es: 


i) 


3¿p 

ci 


5Ó 

ni 

a 


c) 


¿Cusí es el menor precio al que se ofrecía este articulo? 


kptu. a) i) 5 


b) 

c) 


i) 

h 

a 


2b 


u + 3fr 
ii) — 
a 

ii) 4h 


2) Cuando d precio es de SA SO 00 hay disponible 100 cámaras de un tipo dado 
para el mercado, cuando el precio es de SA 95.00 hay disponibles ISO cámaras, 
¿Cuál es la ecuación de oferta?. 

Rplu. lúa - y - 11S0 =■ 0 

.1) Un comerciante puede vender 20 rasuradles eléctricos al día al precio de SA 
25.00 cada una. pero puede vender 30 si les fija un precio tic SA 20.00 cada 
rasuradura eléctrica, Determine la ecuación de la demanda. 

Rpta. y = 4}J* + 35 

4) Un fabricante de detergente encuentra que las ventas son de 10,000 paquetes a 
la semana cuando el precio es de 5/, 1.20 por paquete perú que tus venta*, se 
incrementan a 12,000. Cuando el precio se reduce a SA LIO por paquete 
Determinar la relación de demanda. 

Rp tu. y - 1.7- O.OÜOÜ5k 
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Ur fabricante Je televisores adviene que a un precio de Sí. 500.00 por 
televi&or. las ir cutas ascienden a 2000 televisores al mes, sin embargo, a íw- 
450.00 por televisor. los venias son de S/. 2*400 unidades. Determinar la 
ecuación de la de mandil. 

A un precao de SA 2.50 por unidad* una empresa ofrecerá 80Ü0 vestidos pI mes. 
S/. 4 cada unidad La misma empresa producirá 14-.000 vestidos al mes, 

I determinar la ecuación de la oferta, 

Un fabricarle de herramientas puede vender 3*000 martillos al mes a 5/. 2,00 
cada uno, mientras que suk> puede venderse 2,000 mirtillos a S/ 2.75 cada 
uno. Determíne la ley de demanda. 

Encuentre el pecio y la cantidad de equilibrio de las curvas de demanda y 
oferta. 

a) 2 y +3x = 100, y - ^ 1-2 

b) 5y + ®jL = 8fl t ix = 2y- I 

c) 4y + :k = 50, 6y - 5x = 10 

De acuerdo con el contrato entre la compañía A y la de teléfonos* la compañía 
A pagará al teléfono $/. 5,000.00 al mes por las llamadas de larga distancia sin 
limite de tiempo ¿Cuál es la ecuaciones de la oferta V 

Una compañía va A entregar mensual mente 5,000 tintemos de bolsillo, a un 
precio de S/, 5,00 por unidad: si el prceiu es de SA 3 50pnr unidad* ofrece solo 
2.000 unidades. Dcltttnlnar la ecuación de oferta para dicho producto y 
¡traficar la ecuación, 

Una compañía de aulobuses lia observado que cuando el precio tic una 
excursión es de 5/* 50-00 se venden 30 puestos: st el preda sube a 5/* 80.00 
solo se vender, 10 Obtener la forma punto-pendiente de la ecuación de la 
demanda y graficar, 


í 


12) La ecuación de demanda de un articulo es x = A - By en donde A y B son 
consta mes positivas, *y representa el precio y *V' la fatuidad demandada. 

3.1 J lidiar el precio si la cantidad de mandada es — . 

3 

A 

b) Hallar la caniid.-td demandada si el precio es 

2B 

c) J la 1 lar la canlkiad d«mandada si él articulo es grat¡s. 

til ¿Cual es el mentir precio que pagaría por esle articulo? 

13) Una compañía bu analizado -uin ventas y ha encontrado que sus dientes 
compran 20$ mas de sus productos pur cada SI. 2X30 de reducción en precio 
unitario. Cuando el precio es de SA 12.fM la compañía vende 500 unidades. 
¿Cuál es la ecuación dr la demanda del producto?, 

14) Una compañía va entregar Diensuabnente 5*000 lamparas a un precio de SA 
51KJ.0U por unidad. Si el precio es de SA 35El 00 por unidad, ofrece solu 2,fl0Ú 
unidades. Determinar li ecuación de la circunferencia de la oferta para dicho 
producto. Ujfdficar su ecuación. 
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CAPITULO V 


5. LA CIRCUNFERENCIA.- 

5.1, DEFINICION.- Uim circunferencia es el lagar geométrico de un punió 

Píx.y) del plano de til minera que se mueve en £l 
plano, mrmlemén rióse siempre igual a una cantidad ciinstanle de un punto fijo 
+4 C” del plano, oí decu: 

RKtdíC. P) = r\ 

el punió fijo “l” 1 se llama centro de lu chujiiÍl’iciiííli y la distancia constante 
r>0 se llama radio, a la igualdad. 

d(C,P) = t 

Llamaremos ecuación de la circunferencia. 

5.2, ELEMENTOS DE LA CIRCUNFERENCIA.- 

b 2 

Los elementos de la circunferencial C - {Pí x, y)í- R ' {d{C+ P) = r\ son: 



ISIS 




a} "C" centro de la circunferencia 

bj ‘V a radio de la circunferencia, 
t) +i AB ” dtámeLro de la circunkrencia 
ti ] “ b D " cnerda de la circunferenc ia, 

c) " Lf *' recta tangente a la circunferencia. 

f] " Lfi " recta normal n la circunferencia. 

5,3. FORMAS DE LA ECUACION L*E LA C1RCUNFERENCIA.- 

Aj FORMA ORDINARIA^ 

TEOREMA.- 

La ecuación de una circunferencia de centro el punto cfh,k) y de radio r>Ü « 
Jado por: 

Ci (x^h) 2 +(y-k) 1 - r 1 

Demostración 

Considérennos un punto Hx.y) de h ck: un lerenda C. enlod es por definición 
de circunferencia se licué. 

d(C,P) = r 

que es la ecuación de la circunferencia, de donde 

YÍi-fij 1 l (y ~k) -r, elevando al cuadrado se tiene: 

C; ( x-h) 2 +(y^k\ 1 =r- 
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B) 



FORMA CANONICA.- 


CO ROLA RIO.- L a ecuación de la c i reunía encía dfc centro en d origen de 
coordenadas y radio r > 0, tiene por ecuación 

C. x i \ y 1 

□■prnímiracióii 

Consideremos un punió P(iuy) de la 
Ctrcunfeieticia entonces por definición 
de circunferencia se tiene: 

d(CXF) = r. se tiene: -ff 1 +y 2 =r 

i 2 2 

C: x* + y =r ¿ 

OBSERVACION.- 

Como casos, ptirticulares tenemos: 

i} Si Ij e irc unferenc i a es tanga ite ei eje X, su ecuación es 

C: =* : 

donde r -jk| 



L 
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ii) Si Ja cifeuníLTcnein es tangen le el eje Y, sli ecuación es; 


C; (x“ fi )" +(y k ) 1 =h* 


donde r“|h| 



FORMA GENERAL de LA ECUACION DE UNA 
CIRCUNFERENCIA.. 


í ‘onsideremos la ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria, 

C: (jc h) 2 +(y~k} 1 - r 2 ... 

id desarrollar Li ecuación {I.) obtenemos: 

C: x 2 +y 2 -2fix-2h i ti 2 ±k 2 ~r ¿ =0 

Ja lU ii 1 poderruih cserihir en la forma: C: jt 1 + y' 2 + Ar + fty + C ~ 0 

pi’.r lo tanto, se deduce que la ecuación general de la circunferencia se puede 
escribir en la forma: 


C : x 2 + y 3 + A\ + £f y + C = Ü 


m 
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llamada ecuación frenen! de la circunferencia, ahora veremos en forma 
reciproca t cuando una ecuación de la forma (2’ represente tina circunferencia, y 
pan esto empleamos el mdtodu de completar cuadrados, es decir. 


C: a " + y ? + Ax+ By+C =■ 0 

A 2 ^ ^ B' 


R 


C: r" + Aa + -+ +fl> + 

4 4 4 4 

A i , FT 3 A 1 i 8 1 —4C 

C: U* ')■+(/ • j) =——l - 

por lo lantu en La ecuación (.3.3 ‘íc représenla tres casos 




i) Si A 2 + B 1 -4C > 0. la ecuación O) representa una circunferencia de 
centro en el punto — — —) y radio igual a r ~ — J~A + R - 4C . 
¡i) Si A : + fí“-4C=G, la ecuación {I) representa un solo punto 

a--.--'. 

iii) Si A : + rr-4C<n, la ecuación <3) representa ¿i un circulo 

imaginario. 

Ejemplo.- Hadar la ecuación de la circunferencia cuyo centro e*li sobré ti eje X 
y que pasa por k* dos puntos A(Í,3) y B(4.6), 

Solución 

F'or condición del problema* 

d(C,A) = d(C-Bí por ser radió 



/(I-fi) 2 +3 3 5=JJÍ-A) a +6 : 
a-A) í +9^(-4~Aí 1 +ah 
h 2 -2h + W = h 2 -Zh + 52 


óh = 42 


h ^ 7 
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Como C: (x-hV +{y-*} 2 = r 1 donde Cf7,0) 
•*. C: {x-lf = 45 




Ejemplo.- Hallar la ecuación de la circunferencia láncenle al eje X.-coji cenlm en 
la recia L: x + y - 7 = 0 y que pasa por el punto A(5,4). 


Como C(h,t) f L s + y ~7 = 0 
-> h+fe 7=0 => k = 7 - h 
ademas la ecuación es 

C: {x-h) 1 Hy-k) z =k l 

€: (i-hf+iy-l + hf^W-h) 1 

AOA) € C => {5~)t) 2 f Í4 7 + h} 2 = g-h) 2 

25-m + k z +V-f>h+h Z = 49 - I4íi + h 1 

A*-2A-15-0 => (h-5){h + 3J-0 h = 5, h=-3 

para h = 5 r k = 2 => C(5.2), r = k - 2 



C, ; (*-5) 2 +(y^2) 2 =4 


C L : x 1 + y 2 - Htor - 4y + 25 ^ 0 
para h = -3. Ic= JO => Ci-3,10), r = k= 10 
C 2 : (x+1) 1 Hy-10) 2 -100 


~ Ci - x 1 + y 3 +6jf-20y+9 = 0 
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Ejemplo.* 


Hat lar la ecuación de la dreunfef encía que pasa por los punios 
Ai2,-2), y Q4,6) 


5 A 


Solución 

Sea C. x 2 + y 1 + Ax + By y C = 0 T la ecuación de la circunferencia en forma 
general, entonces: 

r¿,oulr* > 


A£2-2)e C 

flf-JA)e C 

Cí 4 .toe C 


2A-20+C = -8 
Á + 45 + C = -17 
■M +ó¿f + C - -52 


A - 

3 

. 25 

tf = -— 

6 

^ 17 

c T 1 


ahora reemplazamos en la ecuación general 


^ i j 16 25 I? A 

C : jt * v-x- — y -=0 

3 6 3 


C : 6x- y ñy- - ttx - 25 y - 34 = O 

DETERMINACION DE UNA CIRCUNFERENCIA SUJETA 
A TKES CONDICIONES DADAS.- 

Consideremos la ecuación de la circurtfcrenciLt 


x 1 I y 2 i Ax y Byi C =0 


(I) 


como la ecuación (I) tiene mes consta mes arbitrarias independíenles A„B,C\ 
cnlnnces cualquier circunferencia particular se puede obtener deteriiiiriando los 
valores de lru¡ tres constantes, y para esio requiere de tres condicionen 
independientes; p<ir lo tanlo La ecuación de una circunferencia queda 
delernunada por tres cualquiera de sus punios 

TEOREMA.- I .a ecuación de la circunferencia que pasas por iros punios 
dad os no co I in cal es i\ (jr,. v L ] . P- í x i . y 2 J y P\ U 3 * >'j} 
viene dado por el Ütitenniiumie 
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Ejemplo.- 


x" 4 y 2 

X 

y 

4 + yi 2 

*1 

y t 

4 + y| 

X 1 

y: 

4 + y : í 


y* 


Hallar la ecuación de ia circunferencia que pasa por los. puntos 
A(2,-2>, y CI4.6). 


Solución 

Como la ecuación de la circunferencia que pasa por tres puntos A{2.,-2), 
Bf-1,4) y C{4,íi) es: 


x 2 + y 1 x y 
444 2 -2 

1+16 -I 4 
16+36 4 6 



ahora calculando d determíname se i i ene: 


xH/ 

x y 



x 2 + y 2 -5 2 

x-4 

y-ó 

0 

8 

2 -2 

1 


-44 

-2 

-8 

Ü 

17 

1 4 

1 


-35 

-5 

- 2 

0 

52 

4 ó 

1 


52 

4 

6 

1 



j 2 +4-52 

x-4 y—t 

-(-i» 4 *" 

-44 

-2 B 


- 35 

-5 -2 


- {x 2 + y 2 - 52)(4 - 40) - (x - 4KfiS - 280) + ( y 6X220 70) = 0 

-36<x £ + y 2 -52KI92(í-4)+]30(y-6)=0 
6{x 1 + / -52) 52{x 4) - 25{ y - 6) = 0 

6jt 3 + 6y 3 -32,4-25y-34-0 


i 



















S.5. FAMILIA DE CIRCUNFERENCIAS QUE PASAN POR LA 
INTERSECCION DE DOS CIRCUNFERENCIAS DADAS. 

Consideremos dos circunferencia diferentes 


C\ : jT 4 ^ AiJf+^y+Cj =0 

C¿ ; a 2 + y 2 + y + = 0 

La familia de ciieimferencias que pasan por la intersección de las dos 
CHtonfcrencias C\ y Cl es expresado por 

C: + y 2 + Ai*r+fliy+C\ +*(j“ + > 3 +Ajjf+^ a y + C3> = 0 —<D 


donde el parámclro k puede lomar cualquier valor real, si A<*n.V|)< 
,, y 2 ) son los puntos de intersección de las dos dníunfer™*», entonces 

satisface a Las«uaemnes C[ y por lo tanto: 

0 + k(0) sO, y es valido V k 


cuta quiere decir que la ecuación (l) représenla a La familia de circunferencias 
que pasan por la interacción de las circunferencia* C¡ y C[. 


J66 



La ecuación (1) se puedo expresar en la fin ma 
e7<L+¿)g 2 +U + *)>- ; +('*i tkAiV' + Wi 4¿fl z )y + C,+¿C a =o] 
Si |c =-1 „ la ecuación (2) representa a una recta L. llamada eje radial de i ¡ 


... 12 } 

y C\ - 


l’jemplo.* 


i 


Ifalljj Ij ecuación de la ctrcunfertm.ii que pasa por el punto A{-fi,5) y 
I>or la intersección de las circunferencias x 2 + y 2 - &* óy +17 = 0 y 

a* 4 y 2 -|fij-4y+67-0. 

Solución 

Uixno la tire un fenene ia que nos pide pasa por Ja intersección de dos 
circunferencias entonces aplicamos el concepto de familia de circunferencia 

C: Jr 7 + r -6 a-6v f l? + ¿(r 2 + y J -L$i-4y 467) = 0 

C: (H k)x : +(|4¿)y + 2(8+l&tJjr-fó4 4Jt}y + L7 + 67* =0 
Como Ai-Si) € C satisfice a la ecuación: 


64(1 + k) 4 25(1 + k) + m + IHfc) - 5(6 + 4k) 4 17 + Ó7k - 0 


S9[ L + k.l + 64 + 144k - 30 - 2flk + 17 + Ó7k = f> 

2&0k + 140-0 t = ~- 

2 



, r A ia 

+ — + ¿r-4 y ■- 

2 ' 2 


0 


£ C: x 2 +y 2 + 2x~%y-Jl = Q 

I jemplo.' I-as ecnaciones de dos circunferencias $on^ 

C,: J a + y 3 +7jC"10y+3Í = 0, C t : x 2 + y 2 -x-6y+3 = <) 
llallar la ecuación du l;i circunferencia C que pasa por te interacción 
de C, y Cj y tiene su centro sobre la recta L: x - y - 2 = Q 

Soiucitjn 


La circunferencia buscada C es un elemento de la familia 

í : x + y + 7j-]0y+ 11 -s- j 12 + y 2 -x- 6y + 3) = 0 donde el parámetro k 

debe dcicrn tina rae por la condición de que el centro de C está en la recia L t 
ahora determinaremos el centro de la circunferencia. 
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C: (l+Jt)* 2 + (! + *}/ +{7-Jfc)jt-a0+(¡*)y+JLtU-=0 


..( 1 ) 


T 7_¿ - iO+6Jt 3l + 3¿ .. . „ 

^ r 2 +-_ je+v'-- —v~- v_ t eotopletmdocuadrado 


A+i 


I + fc 


k+r 


, [7^É>JC 7-A 1 5 + M .5 + M.2 

c X* +———+ f—- Y +■ y-y + (-i» —— y — 

2(Jt + ]) W + l) 1 + t 1+* 4<Jt +1} 2 


7-k i 5 + 3*,: 25* *-10*+25 * . 

C: (jc+ —-) 1 +{jf-7T—r)?----dctliinde 


2<* +1) 


k + 1 


4(Jt t I)- 


* 7-* 3Á tS. 

el centro de draififerenciu C( — — } 

2(Jfc + l) Itk 


como r; t" L: : a - y - 2 = Ü entonces 1» satisfice 

1-t 3j + 5 _ . 7 

2(4:+ IJ l+Jt 3 

ahora recmplaramos en la ecuación (L) y simpSificandb 
*, C: x* + y 2 -7x-3y-ÍS = 0 

TANGENTE A UNA CIRCUNFERENCIA.* 

Eji la determinación de la recia I ngente a una circunferencia se consideran ires 
problemas, 

r Para hallar la ecuación de la recta úngeme a una tircunf&eficia dad¡n 
en un punto dido de contactó se toma h recta. 

L : y - =■ mi(í —jr a ) 

2“ Para hallar la ecuación de la recta tangente a mu circunferencia dada, 
conociendo su pendiente m se toma h tecla; 

L' y = ms + k 


3° 


Para hallar ía. ecuación di [a recta t míenle a una rirtuxi lerenda dada. 
y qtie pasa por un punió P 0 ú fl , y 0 ) exterior dado: 


se loma la recia 


L: y-y 0 =m(x-XQ) 


y en cada caso se aplica la condición de tan gene i a n es decir, que al 
reemplazar la a cela tangente en la ecuación de la circunferencia, al 
momento de despejar x o y d discriminante se iguala a cero. 

Kjrmpln.* Hallar las (¡ingentes comunes a Lis circunferencias 
C, : jc" +y‘-fnr-íty-fl; C 2 : Jt’ + y 2 = 3 

Solución 

i2a 3 

C { : x +y -6jr-8y = Q, completando 
cuadrado: C| : (j-3) J + (y-4) 1 = 25 

C% : x' +■ y“ — 4jt-6y “ 3 * m repletando 
cuadrado: C 2 : (x-2)* +(y-3) 1 =16 



C, 


Sea L. y = HUI + b la ecuación de la recia tangente ósea L; itm - y + b = 0 




[ 3rri - 4+É | 



\2m~3+b\ 


>j W “ + 1 



resolviendo el sistema se liene m = O, b = A 



por 3o tamo la tangente es L y + 1 = O 



























5.7. EJERCICIOS DESAKKOLl ADOS- 


H 


Hallar la caución de la circunferencia circunscrita al triángulo de laritrs 
L,; 1*12)1-13 = 0. f-ji *+2>-3 = 0 y ¿V í + g-5 = 0. 

Solución 



4e f i =* 
hucgueL potito A(7.-2) 
fie ^nL, = 


íV+2y-3 = 0_ ¿ = 7 

a + j-5* 0 y = -2 


x + y - 5 = Q 
3*+2y~l3-0 


* = 3 
> = 2 


Cfe J"i ¿2 


por lo tanta el punió B(3..2) 
3r+2y-l3-0 


jl + 2 y - 3 = 0 


v m I 


de donde C(5,-l) 


so.i C x 2 + y z + Ax +■ By + C - 0 T ecuación de la circunferencia |tódida, 
AeC 74-2JT+C = -53 4=-17 

entonce *fH=C ^ ¿4 + 2J + C--I3 =* W - 7 

CeC 54-* + C = -26 C-52 

/, £7: J a + y 2 -I7jc + 7y*52=0 

2) Hallar la ecuación de la circunferencia tangcnle a! eje de las ordenadas que 
pasa por el punto P<2,S> y cuyo centro eslá en la recia a - 2y + 3 = 0. 

$» lidian 


Además r 2 = (h - 2) * + < fc - 8) 3 
Luego fe" = (A -2) 1 + {t “#) 
t 2 16Jt-4h + ÓS-0 



<D 
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como Qh.L» eL: x - 2y + 3 ~ ü de donde h - 2k + 3 = U <2) 

reemplazando (2J en(n se tiene Je -IGA -4(2* - 3)+ó& -0 si ni pl i ficando 

t 1 -244 + 60 = 0 ^ k = 4, k = 20 
para k-4, h^5 =* C(5,4)* r* h = 5 

k =* 20. h « 37 *♦ 037.20), r = h = 37 
C, : (jt-S) 3 +(y- 4) 1 =25 


/. C ; : {j-37) J +(y-2a> i =13«9 

I luillcir la ecuación lie Li cítl unieren cía Láncente a Eu>. rectas \ + y + 4 ■= 0 y 
7i - y + 4 - II y que lenga su centro en la recia 4x + 3y - 2 =s 0 


Subvkin 



2-4A 


2-4/i 


|A+^+4| 1 7h — + 4 j 

“ = y?0~ 


|14-h¡ = j5h + 2| « l4-h==5h + 2 v 14 h = -5h-2 
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Si 14 - h = 5h + 2 =* le “-2* r = 2-/5 
Si 14 h ^ *,Sh - 2 => h -4„ k = 6, r - 3-/2 
.\ C s : U-2) 1 +(y + 2) 2 =B 
Cjt <x+4) 1 +(jp-6) 2 =IB 

Hallar las ecuaciones de las rectas langcntcs a la OTVa 
v J + y 2 - 2x- 2y - O, cu los puntos de miersecciún de esta curva con La 

necia a - y = U 

Solttrinn 

Sea C x 2 + y 1 - 2x - 2y - ó = 0 , La eife diferencia complfiíando uncí nidos 
se tiene: C • (*-1) 1 + (y -1) 2 ~S donde C(M) cs el ceniro 

f 

,'L 



Calculando los pumos de intersección de la circunferencia con la recta 

x 2 +y 2 -2x-2y^ = 0 ^ j* + jr ^2*-2í-6»0 

* - v * 0 

2r i -4* - 6 = O => x"-2jc-3=0 ^ »■'!, **3 
paca ü = -l. y==-U A(-L-L) 
jí = 3, y - 3, B(W 
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^*4- ■ = l pendiente de Jj recta I 

1 “ .* 


A 1 í^, mLnü.j » -1 mL t - —I, recrují Liandoen liecuación: 
L, : y - 3 = - l| r - 3) 

I ' cvuacidn de la rvv(¿i Iarícente /. t. ( ■ y + < - b - 0 

L 1 L —> mí tttlJ, = - i r reeinplarainJi'en l:i Lvnas’ión de la recta: 


L, ¡ y +■ 1 = -g.v + 11 


.v 1. : i4 H 1 - II 


4,1 Hallar fas ecuaciones de Ijs dos circunferencias [aúpenles a las rectas 
3x - 4y + 1=0 y 4x + 3y - 7 = O y que pasa por el punto 1 3.3Y 


Solución 

í-i 3 r - 4 y * 1 = 0, L : : 4 v + 3 y - 7 - 0 

iliC.L t } = d{C.L;)±r 
|.Vr 4L t l| I4ÍI + 3Í 7\ 



> 


simplificando 


j3h - 4fc + I] = |4h + 3k - 7j ^ 3h 4k + I = 4li + 3k - 7 

3h - 4k + i - -dh 3L+7 
de donde h + ?fc - ü = U v 7h — k — í> — 0 


además -2Í 1 i U -3i : -** ) = l V ‘ í 1 ^ 


l,l> 


lír-J)-+U-31 : ‘• W '- 4í+i > 

25 


(2\ 
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de i I > se tiene h + 7k 8 = 0 => h = fi - 7k 













ahora reemplazando en í 21 se lime: 

(6- 7 Jt)' +(A-3r = ^ * iimplifka(ido 

5Jt : -S* + 4-ü ^ 3 ke R 

Luego de í L}, k = -G + 71i que reempla lando en (2) se liene: 


» ■> (25-25h\~ 

{h -2y + (76 ^9) - =--, simplificando 


5ft" -16/1 + 12 = 0 => h-X h~- 


h = 2. k = d. r--,í/í-l) 2 +‘(Jt-3>- - 5 


/. C: (jr-2>*+(y-6r =25 
12 


Sí 


í¡-^, Jfc=y . í = /(A - 2) 2 + (¿ - 3) 1 ■ nj 


:w 

25 




„ , 6,¡ , 12 ,2 39 

C: U--> + (>- 7 > =- s 

6l Hallar las ecuaciones -de la>¿ circunferencias que pasan por los punios Ai 1.2), 
B(3 M y sean tangentes a la recta 3 ¡í + y - 3. 

Solución 

Las coordenadas del centro C{h,k} se 

encuentra de las condi clones 

J(CA)-ilCCF) 
d(C, A} = d(C.Ü 

2 f3A + Jt - 3l 2 



Ui-iy +(Jt-2>* = 


iú 
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T) 


stniplíficando se Llene el sistema 


k + k^5 

h ¿ +Qk s -6hk -2h - 34Jt + 41 = 0 


3 7 

resolviendo el sistema se tiene h - 4, i = L; h - — „ i = ■ 

2 2 

r‘ =(A-I) 2 +(*-2) 3 como h = 4, t- 1, r 2 =|Ó 

/, C, : (.t~4) 2 + (jr—I) 1 “10 

r 2 =(A-l) 2 +(Jt-2) 2 como * = 1,* = -,^-- 

2 2 2 

Cj: (JC--)*+(y-í) a - 5 - 
2 2 T 2 


Hallar la ecuación de U circunferencia cuyo centro está en la recta 
L: x + 2y - 2= 0 y que pa&a por los puntos A(7.3) y Bí-3,7-). 


Salmón 

Sea L t + 2y-2 = Ü como C e L =* 
h + 2 k-2 = 0 

De donde h = 2^2t =s 0<2-2IÜc) 

De las condiciones del problema se tiene; 

d(C,A) = d(C,BJ 
^í2-2i-7) I +(Jt^3r =,ji2-2k±3) 2 + (k + 7} 7 
(2k + 5L +{k—yy l =(5-2 ky +{kí 7 )*, efeeruando y simplificando 



34 + I4lt = -6k + 74 =* 1 = 2* h- -2. C{-.2,2) 
r 1 = (A-7) 2 +(i -3> 2 =(-9r+(-l) 3 = 82 
C : U+2) 3 ♦(/-i) 2 =82 
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1 L : 2x - 3y = 5 =* mLml n = -1 de donde 



Determinar | us p Un ios de la circunferencia x 2 + > ' - tú en los cuales 
recta tangente es paralela a la recia 2x - 3y + 5 = 0 

Suludon 

L, 


¿ ¿i J 

tnL - — =*■ —wLi --1 = — r 

3 3 2 

, 3 

calculando la retía L, que pasa por (0,0) entonces M : y - ~ ~ * 

calculando los punios de la circunferencia en donde su recia tangente 
paralela a la recta L 


JC 1 + y 1 = 16 
3 

V = - A 

2 


i . 9_i 


ji “ + — r" - 16 *♦ a - ± 

4 


BjL3 

13 


&/Í3 12 ff¡ P/ W¡3 12^3 

1“ ' '""¡T® A( TF‘ ir* 


WÍ3 12 V, 

*™ ’ y ~ñ M 


„ , 5 /13 12-Jlí, 

^- 7 T’^ir 1 


9) 


10 ) 


Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por eE punto (-2,1) y es 
tangente a la recta 3x - 2y - 6 = 0 en el punió (4,3). 


Solución 



A{ 


Por lo tamo L, : 2x + 3y - 17 = 0 


Sea L; 3x - 2y - ó = 0 la recta tángeme a 
la circunferencia en el punto B(4»3J 


Si L: lx-2y- 6 = 0 



Como 


Luego 


±¿- —2- ín¿,| — “ ^ 

L| : y-SV- |(jr-4) 


Además CíA.JtJe L, => 2h + 3k-17 = 0 => k- — 2 * 

3 

il 2 Jb 

Luego C(M) = C(Ai— ) 

■3 


Por la condición del problema se nene: d(C w 4) = d(C,B) 

(A + 2) = +( l7 ^-|)¡ ={ h-4f +{i 7 ^*_3) ! 


3 


3 


2 41 

desarrollando y amplificando se lien*: A = — de donde k - 

7 7 

Como r* ■{A + 2) i +<t-|> 1 => r s _ 1300 


40 




Determinar la ecuación dt la familia de circunferencias con centro en 
¿a : 2.r - y- 0 y tangente a la recia ¿ 3 : jr + y = 0, oblener un miembro de la 
familia con centro en Ly : 5a - y - ú = 0. 


Su limón 
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Sea C'IiJl} el centro de la lamilla de circunferencias como 


C(h,k\c ¿i ; 2x-y = 0 => 2h-k = G=* k = 2h 
ade mis la familia de ti reuniere reías es tangente a la recUi; 

L¿ 1 jr+y-G =S r=t/(C\L¡) 

|S+*| |3*| r í,«l 

V2 ' 2 

corno la eouatuin de la circunferencia cü: +(V“fr) r se tiene:; 

(Jr-/i) i + (jf-2fi> : = 9 *- 

además nos pide udft tílíunferencias con centro en h recta 
: 5.c-y^G = Q, es decir: 

=> 5h ~ k - 6 = Q =* 5h-2h-ú*0 => h = 2 
C: (*-2)*+(?-*)* =18 

II) Hallar lu& ecuaciones de dtw. circunferencias tangentes a las rectas 
ta - 4y + 1 = 0 y 4s + 3y - 7 - 0 que pasan pe* el punto (23) 

Solución 




... (I) 


además ¿(C.LJ -d(C, L*) 


14 0 + 3* - 7| _ 13rt - 4* +11 
5 5 


|4h + 3k - 7[ = |3h - 4k + 1| 

r=¿(CAj^#-2) 2 + a-jr 


«*« 


Í2) 


I7K 



Como i4h + 3k-7|í=ph-4k+ ]| « 4h + 3k- 7 = 3li-4k + 1 v 

4h + 3k - 7 = -3h + 4k - I 


h ■»■ 7k - 8 s O v 7h - k - O = Ü 

si h 4 7k ^ 8 - O =$■ h = 8 - Tfe reernip lazando en (3) 

(8-7* - 2) 2 +(Jt -3 ) 3 - í24 -IÍL*.7ÍtíÜÍ 

(6-7*) 2 +£t-3) 3 =25(1 k) 1 

3b fl4¿ + 49A 2 + k “-ó* + 9 =, 25-50* +25* 3 => 25* 2 -40* + 20- 0 

5* 3 - 8* + 4 = 0 T 3 ke R 

Luego para 7h - i ó = 0 => k = 7h — 6 iccnip]ajando en (3J se tiene: 

(h 2} 2 + Oh-6 -3) 2 = . 
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(h -I) 2 + {lh -9) 11 - 25a - A) 2 do, mro liando y simplificando 


11 ) 


5/i 2 I6fr + 12 = 0 =* <h - 2>(5h - 6) = 0 de donde 

h =■ 2, h - ^ sí h = 2, k = 8 y /i = ^ T í = ^ 

5 j j 

para h = 2. k. = 8. r' * (A - 2) 1 +{k - J) 2 = 2.1 
C ,; (í-2) 2 +(y-*) J -25 
para h~-, k = ‘. r J =(ft-2) 2 + (i-3) 1 = I 

Cj: 

5 ^ 

Hall ai l,j ecuación de la langerme a la circunferencia x~ I y' -5 en el punió 
Ai 1,2) 


Solución 



, 2 -° y 

FTlLi - - = —£ 

~l-0 


L v : y— 2 - -2( jt +1) ^ i,¡ , 2 a + y - U 


cuma JLjXLj- => m¿ T de donde L r : v-2=^l> + ll 


I*]- : x - 2 y + 5 = 0 


ISO 


Ha]Jar la ecuación de b circunferencia que licite s.u centro en ti eje Y. y los 
extremos de una de sus cuerdas son los punios A(2,7) y 

Solucid n 

Medíanle los dalos del problema ha reme*. un esquema 



Sea C(0,a) el centro de b circunferencia y M(3«4) d puntn medio de A y R, 

Se observa que el triángulo rectángulo CMA recio en M 

(2-O) 2 4(7-a) 2 =• (3—0)” +X4-a) 2 +<3-2) 2 +(4-7)“ 

4 + 49 - i4¿¡ 4 a 2 =r y +1£, - + a - + i + ij 

-6a + 53 = 35 ■=» -6a - -J3 => a = 3 

como C(0,3) entonces r 1 = 4 + H> = 20 

por lo tamo la ecuación es: C : r z + {y - 3) 2 - 20 

, ^ -JC 

Determinar si eti el cuadrilátero de vértices A(-5, -) 1 /hO,—y 

3 3 

Di5,lGj se puede inscribir una circunferencia En caso afirmativo Hallar b 
ecuación de la circunferencia 


Sotucidn 













ílhstTV írÍ'JN-- 


i) 


ii) 




Un cuadril áiero es circimscriptible «l una ci reuní erene i j. sí y sola sí 
d(A 3) + d(C.D) =f d(A,D) + d(li,Cj 


Un Cuadrilátero es m&criptiblt; «t una circunferencia sí y solo d 
di A , ftU{C Di + <f(B.íVO», D) = d, JÍ 2 

C 



Dí- acuerda con ki parte ¡i de la observación el cuadrilátero es circuEtscripdhle 
sf y solo s¡ 

d(A,B) + díB.C) - di A,B| + d(D T C) ■" ÍCÜ 


152 


■y n 25 i f 122 5 35 

díB.C) - - i(7 - or + (i + — ) = ,j' - - - — 


= ,j,-J -Or +( -| + 1, 2 - Jf- - M 

<Í(C, OI = Vi" 7 + 57: + (i -1 ( -» ; = Vi 44 + 81 = 15 


. . , . 35 35 25 ,, 70 

feempb^undo en (a) se Irene, -t — - — 4| í5 = — 

3 3 3 3 


E& decir, que d cuadrilátera es circunscriptihlt: 


ahora tákul aremos los lados del cuadrilátero 


IU + 


5 


lU AD “ 


”5+5 


“ donde la ecuación de AfJ es 


y + -^»(í+5i 
3 


5 

._3 _ 

j + 5 


s + 5 = 0 


J i 5 = £i 


10-1 3 


rn --- - donde la ecuación de DC es 


'IX' 


-5-7 4 


•'-oí : J-1--7Í*-D 

4 


: .Ir + 4^ -25-0 


25 

1 +- A 

3 4 

m ™ *— ™ - 

7-0 3 


donde la ecuación de J5C es 
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15) 


l bc ' y -1 * =* ^ * 4 x^ 37-25 = 0 

25 + 5 

m ___.3__JL - _ — Jondt la ecuación de ÁS es 

ÁB 0 + 5 3 

Lj g¡ v+-~ffo*« => !•„»: 4 * + 3 y+ 2 S »0 
ahora calculamos el centra C|(Ji.fc) 


d{C¡ •t-ix ® 2=1 


A + 5 = 3* + 4Jt - 25 
-7 = 5 


4 /i jjt -25 _ 4 A t-M +25 

üí(C] i ) = d(£| - ^ 


de donde 


el radiu es 


2 h + k - 0 
h = Q 


=> h = k -0 =* C| ( 0 , 1 * 1 ) 


|0+0+ 251 
5 


5 => r = 5 


2 2 Ar 

por lo tamo la ecuación de la circunferencia esí x * y — - 


2 J, , _ 

Hallarla ecuación de la tángeme a la circunferencia (*r + 2r + ty-3) 2.. en 

el punto Al-5.7). 
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Ift) 


5 5 

tX'üdc el punto s< han Mazado tangenlcs a la circunferencia 

T ^ 

X' + y"' =5, Hallar sus ecuaciones. 

Solución 

Sea L : y + ~ « ai{x - 1 ) 


L : v - mx - 


5 ni 5 


Luego 


3 3 

* J V = 5 

5 j 7 í + 5 
y = iiu --- 


■*" + (rnx-- —) 3 =5, desarrollando 


0 + m ' )x 2 - —— 1/rt + |),i + — (m +1) 1 -5 = 0 
3 9 



10 

* = - 3 


mí/ji + I) + 


lOftw 2 

V 9 


i.,25 


(•»+ U" 4(1 + m' K^ Hm+ l) 2 -3) 


Za + m*) 

por condición de tangencia se. tiene 

IÚ 0 ;ii" ,25 i 

-{m + ly -4(l + »Ot— ím+1) 2 -5)=f) 

y 9 

SiMplificandü se tiene 2m 7 - 5m ) 2 = 0 


(2n>-lXm-2) = 0 — 
pul 3u tanto: para w 1 


w? =2 

2 


= ' . L- 


j 5 
} ~2 2 


ÍRS 


m 2 =■ 2 , ¿ a ; y = 2x -5 






































r 


17) Hallar las ecuaciones de las lan^cntcs a la 
x■ + y 1 4 IQx ly + 6 = 0 que son paralelas á la recta 2 x + y 

Solucinn 


C: J- 2 + y 1 +10x-2y+6*Q =» C: <x i 5)" H (v-!) 2 = 


L\ft L \ 2x + y - 7 - U de donde j*»L l - 


3 


L¡ ‘ <V —1> ! = ”<*+5> =* L¡z x-2y + 7 = 0 



Sea Fe ¿ t nC 


+ y 2 + Ifljr — 2y + 6=0 
,í-2y+ 7=0 


(2 y - 7) 3 + v 2 +IÜ|2> ~7>-'2y+6 = 0, simplificando 


y - _ 2 y - 3 = u =* y L = 3 T y 2 = - I 
para y, = 3, Jti =-l, F,(-h3) y mLf = 2 
L r : y - 3 = -2(x + l> 

: 2jt + y-l = 0 


IS 6 


circunferencia 

-7-0. 

20 


ISJ 


para y 2 =-|, ^=-9, F 2 (-9.“l) y «^=-3 

L s : y+l =- 2 (a+ 9 > L t : 2 x+y +|9 = U 

Determinar si eí cuadril ále» de v&tioes A{-7,8). Ui-t.ü). C( L2) y D(D8) 

puerk ser inscrito en una circunferencia. En caso afirmativo, hallar Ijt ecuación 
de la circunferencia 

Solución 


c 

Por la pane u) de la observación yr üUadrilátcm puede ser inscrito cu una 
circunferencia sí y solio sí 

d(A3)xl(B 1 Q + di A.U).d(D.C) = d( AXj,d(U,[>) _ < a) 

d(A,B) = V <-7 - + (8 - 8) 2 = K 

¿(A O = Jí“ 3 -I > 2 +{{J - 2) 2 = - 7 * 6+4 = 275 
‘HO t C) = 7a -1) 2 + (8-2) 2 ^ Vo+36 = 6 
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d(Á,¿) * i(-7 + 3) 2 +( 8 - 0 )* = 716+6 = 4*J$ 
iJ(A,C) = % /(]+ 7 ) a + C 2 -' 8 ) i =764 + 36 = 10 
d{B,D) = 7(1 + 3) 2 + (8 - 0) 2 = 7Í6+M =475 






























reemplazando en (a) se tiene: 


16-,'5 +24'-,'? = \S 


pnr b Id nii i el cuadrilátero es ¡ nscriptible ¡3 una circunferencia 

Ahora calcularemos el ccntiu de la circunferencia , para esto trazamos las 
med ¡arrices de los segmentos .4/J y fti puesto qtaHa intersección nos da el 
centro de la circunferencia 


[ ;i i ii diaTriz de AD. : jc + 3 = Ü 


La mcdiatriz de BC, L^p : 2x+ y 4 1-0 


Calculando la inicrstcciórt de las dos recta * 


x + 3 = 0 

2x + y 4 I = 0 


y ■ 5 


1 *( J,?p esefeeniro 


el radio de la circunferencia = r = d(E,B) = 5 


* - B 7 2 

h ecuación de 1» circunferencia es: (.s + 3j' *■ (y — 5)“ - 25 

Determinar el valor de "a" para que la circunferencia 

2jC t- 2y~ + Bar -L6y =- a sea tangente. 

í) Al eje X ii) Al eje Y üi) A la recia L: a + y = 0 

Soltifinn 

Sea C 2.r~ + 2y 1 + 8r-¡fiy = a la circunferencia 

C : x 1 I v ! + 4j-8> = - 

2 

C : x* + 4x + 4 + v 2 — fly + 6 * +4+16 

2 

C : (t + 2> : + {y - 4} J - J + 20 T donde <1-2,4), 




20 ) 


i) 


La circunferencia es langenLe a! eje X sf: r-J W +2G=4 


de donde: a =■ -8 


m 


La circunferencia es tangente al eje Y sí; r = Jf + 20 = |-2j 
de donde a --12 


íii) La circunferencia es tangente a la recta L sí: 

1 -2 + 4 I j"a ~ ” 

d{C. L) = r = —-j =— = ^ - + 20 , dé donde a - -3ó 


Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo diámetro es la cnerda común a la 
circunferencias C t : x' + y 2 +fiut +2y 15=0 y C ± ; x 1 + y 1 - fa - 6 y + 9 = 0. 

Seducían 



Calculando el eje radical de fas rireu n fes crie ias Y, y C-* 


-1 1 


x~ + y + 6,r 4 2y - 15 - 0 
T , =* L; Jx + 2v = 6 

a + y" -6 a 6v +9=0 


6 - 3jr 

de donde y = —-— reemplazando en la ecuación 


í 2 + y 2 +6,t +2y -15*0 se nene x 2 + {^ ) 2 +6x+6-3x-15 = 0 
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simplificando E 3 r 2 - ¿ 4 r - 0 =? x _ 0 + x = 

B 

pura x = 0 , y = 3 =í A( 0 , 3 l 




B( 


24 3 

¡3 13 


J 


el centro de la cíitutifcíiíüviü es d pumo medio C de A y B, es decir; C{ --, ~) 

21) Determinar los valones de k pon que las circunferencias 

íx + 5) 2 4 [ y - tí) 2 - 9 y JT + y 1 + 4x -4y + 4 = 0 sean tangentes exteriores. 

Solurión 

Sean C] : f x + 5) * + ( y - fc)' = 9 y C\ : (.v 4 2j" + (y - 2}’ = 4 tas 
circunferencias donde C\ 1-5.A) y C\ (-2,2) son los centros respectivamente 
) f¡ 2 j y /•, — 2 lus rudíuS. 

Di# circunferencias son láncente* exteriores, si III distanda entre sus centros es 
ttfiial a Ja suma de sus radios, 

I .negó d<C t , C 2 ) ~ f\ + r, , de donde -J(- S + 2)- 4(Jt -2) 1 =3+2 


de donde — 4A —12 = 0 ■=» fk - G)(k + 2) = (I por lo tanto k = 6 o k = 2 

22) Hallar la ecuación de la circunferencia simétrica a la circunferencia 
x* 4 v“ 4 2x — Éy 4 10 = 0 con respecto a la recta. L; c — y + l = 0. 

Snhtririn 

Sea C ; x' + y + 2.x — 8y + ló -1). completando cuadrados 

C. (x t I)* +( v 4)~ = I de donde C('l h 4)* r= 1 

.£ 


I9Ü 


23¡ 



larj rmlliii c! centro de ía circunferencia siméltica íe Irqza C(-1 1 4) 

una perpendicular a Lcuya ecuación calcularemos. 

Lid, -* mL.tnl 1 = — J =* t 

L, :v- 4 --{a + 1 ) =* L 1 ;j ( +j ,-3 = íl 
el pumo de intersección de L y Ly es M* es decir 


x-y+1=0 
-3 = 0 


x = I 

„ => M(U) 

y = ¿ 


que P5 €l punto medio de CTC¡ . lue^o utilizando las formulas del punto medio 
h-\ 


se obtiene: 


2 

k + 4 

_ 2 


= 1 


f/i = 3 
k -0 


C, (3j0) 


,ik)t lo cuito la ecuación de la cirnanferencía simétrica es |.v - 3 )" f v 2 - I de 
donde i 1 4 y 1 - tx + 8 = 0 

M lar la ecuación de f,i circunferencia que pasa por los pumos PÍ1JI) y 
Ql^.3) y que es tangente a la recta L: x + y - | fe = 0. 

S-.j| Lición 
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L; x + y * 16 = B 

Si Ci'h.k) es el ccnuo d« la circunferencia, «ntooees: 

d(C.P) ^ d(C P Q,l de donde J(íi - I) 1 + í* ~ lf - ^ - ?r + <* - 3) a 

efectuando operaciones se tiene; que h = k — 2 ... (1) 

también se tiene d(C T P) = dlC.L) 

f~ i .7 i I /i + i - 16 j 
iJ(h”U + (£-11 - —^ , elevando al cuadratín 

y2 

2|(li -1) 1 + (Jfc - i) 1 ] = (h + k - 16)* ... (2) 

reemplazando (1) en (2) se tiene: 

2|(í - 3) 2 f (Jt -ll> J | = (2A 18) 1 

161c = 64 -* k -4 s» h = 2 -s» C(2¿> 

r = d(C r P) = 75Ó de d¡onde la ecuación es í 4 - 2) 2 + (v - 4 )~ - 50 



24) Del triángulo PQR se conocen el vértice P(-523) y las ecuaciones de las 
circunferencias inscrita C| t (x + 3)* +{y-9} 2 * 20 y circunscrita 

C_ 1 jr +{>*-13) a = 125 Determinar la* coordenada de. hs vértices Q y K 
del Iriin^ulii. 

Sn Ilición 
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L 


PI-5,31 


Sea L: y - 3 = itlfx + 5). la ecuación de la tangen te ti s/ada desde el pinto 
P( 53) a la circunferencia C\ : U+3) 2 + 0-9) 2 =20 con centro C(-3 t 9), 
entonces; ciiC,L) = r - -j2Q 

J - 3 m - 9 + $m +5 I ¡ 

-7"= = = v20 , elevando a| cuadrado y efectuando Operaciones se 

Vm - +11 

tiene: 2/n" + 3*jj — 2 — 0 de donde m--2, ttt = — 

por lo tamo, Ijs ecuaciones de las recias tangente trazadas desde P{-5,3) a la 
circunferencia C, Son I, : y - 3 = -2(jr+ 5) de donde : 2jt+ y + 7 = 0 

, I 

¿2 - y - 3 = - (j + 5) de donde 6 2 : 4 - Zy + II = 0 
como Re /^r\C¿ entonces se resuelve el sistema 


4 “ +(y -I3r = 125 

2x + y + 7 = ü 


4 = -II 
V - 15 


K(1!.I5) 


oorr» Q e L z O C 2 entonces se resuelve el sistema 


jr i -t-(y-13> i -J25 
x - 2 v + 11 = 0 


I 


x- 11 
V = i I 


0(1 Mi) 
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25) HjGhr 1 ll ecuación tic una circunferencia de radio 50, sabiendo que pasa por el 
pumo A(!S,EJ) y determinar en el eje de ordenados ur yá cuerda de longitud iniinl 
a 28 unidades. 

frijón 



En el grdficu el A DMC recto eri M por pitaderas se nene: 

|MC f = h = -/SO 2 - 14" - 48 que es la abscisa del centro de la circunferencia 

C(4S,k) 

Por adno lado r - d(C , 4) = J{48 - 6V + k' - SU 

1600+ k 2 =2500 =* k 1 -000 ==* k = 2Ü;k-^0 

por to Lardo lus ecuaciones de las circunferencias son 

C t :(x 4&) : +{v - 30)- = 50 y C 2 : (* - 4&r + Ij + 30) 2 - 50 

26) üi Cío,-2) es el centro de una circunferencia cuya cuerda sobre el eje X ev 
dividida por el origen es la razón -2, hallar La ecuación d¡. la circunferencia y la 
longitud de la cuerda 

Sulockin 
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Como la razón r = *2 de división del segmento BA es negativa entonces d 
Origen es d punto exterior HA , donde H(b.G) y A(a,0) 

ahora aplicando lu formula dE división de un segmento por un punto, tenemos. 
h — 2u 

~ " j ~2~ ** ^ = ” a ' d<C,A) = d(t.’.B) por ser radios 

\j(a - 3)" + 4 = -J(b - 3) 2 + 4 elevando al cuadrado 

- 3}" = [h -3)‘ ^ (n -3) 2 - (2 a - 3)' desarrollando 

ít -6a + 9 * 4a* - 12a + 9 =a- - 6ff - 0 =*■ j-2. h = 4 

por lo (dallo la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos A{2,0) y 
B(4.0] > radio r- ~Jl es par los punliis Af2,0) y RI4.0) y radio t = V5 es 

U-J) 3 + (>' + 2¡ ¡ -5 
la longitud de Ea cuerda AS es 2, 


195 
























5.H, PROBLEMAS PROPUESTOS.- 

1> Hallar la ecuación de la circunferencia que es tangente a los dos recEas 
paralelas 2\ + y— 5-0, 2x + y+15 - 0 T y una de ellas, en el punió A(2.1 1 

Rptii, (a+2)* +0 + 11 1 -20 

-- - — - -—- 

2) Hallar la ecuación tic la circunferencia de centro el punto Cí-3.3) y es láncenle 
a la necia 5x- l2y-25 = 0. 

RpU. x ' + y 2 — ft.r + éy +34=0 

3} Halle las ecuaciones de las rectas tangentes a la c ir ojjifer enera: 

x 2 t y 2 ~2x + Ay = 0, que seao perpendiculares a Ja recta L: x-2y + 9 = 0. 

Rpta, 2> = X, 2y=* 10 

4} Hattiu Ja ecuación de la circunferencia cuyo centro esta en la recia 

2x + y + .1 = 0, sahicníüs que pasia por el punto A(3,l) y que es lajéente a la 
recta 4x — 3y- 14 - 0. 

Rptj. x 1 + y 2 '+ 4x - 2y —20 = 0 
x 2 +y+2üx-42>-4 = 0 

51 Hallar la ecuac ión de un c irculo que pasa por ios pu ni os A( 5JI y Hf9,5) y cu yo 

cerlro se encuentra solare Ja recta 3x — 2y — 5 = 0, 

Rpra, (x-5) 2 +{>'-51' -16 

6i Hallar b ecuación de la circunferencia concéntrica a la circunferencia 

x 2 + ) 1 - 6x +1 0 v - 2 - 0, y cuyo centro radio es un tercio de [ radio de esla 
circunferencia. 

Ripia. x 2 + y 1 -óx + ll)v + 30 = 0 


IMfc 


0 Hallar la ecuación de Ja cirainfeffencia que es tangente a t\ recta 
L¡ : Jt-4y + 3 —0 en el punto A(5,2) y urnbién a la recta 
Lj : 4,i t y 5 = 0, en el punto R^2,-3), 

Rpla. a 2 + y 1 -1 2a + 4y +- 23 = 0 

8) Hallar I:l ecuación de la circunferencia que pac* por los punios: 

a) Aí'4,5), B(3,-2). CÜ.-4) Ri>ta. x' + v 1 + 7.r-5y -44 - 0 

td A(£.-2 ¡l 01,-7) Rpta. x 2 + v 2 -tx+Ay -12 - 0 

c) A{ l,|>, B( 1,3), C{Ó,2J Rpta. 8* 2 +Sy :2 -79a - 32 y 1 95 = 0 

9) Hallar la ecuación de la circunferencia circunscrita al triángulo de ladee, 
a) x y + 2 = Q, 2x t 3y - 1 = 0, 4\ + y - 17 = 0 

ttpta- 5x 2 +5 y 2 -32 x - 8y - 34 = 0 


b) 


2x - y + 7 = íf 3x + 5y -9 = 0, s - 7y - 11= 0 


Rpta. I mx z +1 ti Qy 1 - ti x + 490 y - 3707 - 0 


10) El pumo (3, 1) es el centro de una eircuiiferenda que intercepta en la recia 
2x = Sy + 18 = O, una cuerd?, cuya longitud es igual a ó Hallar la ecuación Jl* 
esta circunferencia. 

Kpta. U^3) 2 +(y + l) 2 =38 

1 ]Hallar las ecuaciones de las circunferencia que pasan fxar el punto Aíl.Ol yes 
tangente a tas rectas giraldas 2x + y + 2 = 0, 2\ * y - 18 = 0 

Rpta. (jr-5) 1 +(y + 2^-20* <je-V +(>- j) 2 - 20 

3 .S 

12) Detcrmirikir la longitud de la tuenid común a las ulrcuniferenetas 
x z + y 7 —óut-lóy + 23 = 0, x 3 + y 2 + LQx-4v 21 = 0. 

Rpla. 10 


197 














J3) Hallar b ecuación de la circunferencia que as tangente inlerior a la 
Circunferencia k~ + y“ - ñr -Oy-15 = 0, sabiendo que su radio es igual a 2 y 
su centro esta sobre la recta x - 2y -3 = 0 

Kpt». x~ + y * - I 4 jt - 4y + 19 = Q, x 2 + y 2 - 6jt + 5 = 0 

14) Una circunferencia tiene su centro en el punto C(-ó,9) \ pasa por la 

inicrsctxuin de las rectas 4x - 7y + 6J = 0. y 3* ■ 2y - 5 = 0. Hallar su 
ecuación, 

Rpta. + V 3 +12*“ lBy +104 = 0 

15} Determinar la ecuación del circulo que pasa por (1,-3) y por Ixis puntos de 
intersección de los círculos v + y + 3y - 5.r - 2 - 0, x * + y - g.r -4y -1 = 0 

R pía. r 2 +■ y 2 — 19x * 3y = 0 

ló) Hallar ta ecuación de Jn erre un lerenci a que tiene su centro en la tecla 

L: 2x + y s 0 y es tangente ¡t las rectas ¿ t : 4 x- 3 y + 10 = Ó, 

: 4jc-3v-30 -0 

Rpia. x‘ + y 2 -2x+4y = 1 í 

I7> Hallar la ecuación de ta circunferencia tangente al eje Y con centro en 
L: y >3=0 y que pasa por el punto P(4*5). 

f 

Rpta. x 1 +y 1 -4*-l2 y + 3Ó = Ü s * 3 + y 2 - 2ü,\-26.y + IÚ9 = 0 

13) Escribir las ecuaciones de las circunferencias de nidio fí= ,S 1 que san 
tangentes a 3a rectas s - 2y - I - 0 en el punto Mf3.il), 

Rpta. (j“4) 3 + (> + \) 2 =5 y U-2) 1 + (y - 3) 2 = 5 


m 


SO) Hallar ta ecuación tic la circunferencia que pa^i por el origen de coordenadas y 
por el punto de intersección de las dos circunferencias. 

D + 3) 2 + {y+l> 2 {x-2} 1 +(> + 4) 3 -9 

Kpía. I3í 3 +n> 1 + 3j+7l>=U 

20) Hallar la ecuación de la tangente a la circunferencia (x + 2) % + (y ly => 25 en 
el punto Aó5 + 7), 

Rplá, 2a - 4y + 43 « 0 

21) Dadas las circunferencias (a - 5)'+(y + 7) 2 =9 y (x l 3) 2 f (> 4 l) J =1, 
hallar la ecuación de la mcdialriz del segmento que une lo'i centros de dichas 
circunferencias 

Rpta, 4 * - 3 y - 16 = 0 

22) El punió P(5,l) es el centro de umj cuerda de La circunferencia 
.x~ + > " - ó i + £m - 82 = 0 . HüiIIje la longitud de dicha cuerda. 


Rpia, 8-JS 


23) Hallar la ecuación de la circunferencia que es tangente a tas rectas 
x - 3y — 2 — 0 f 3a - y + IÜ = 0* 3s — y — LO =■ 0 y s - 3y 4- ] S - 0. 

Rpta, í" +■ y 2 -2r - 6y = 0 

24) Hallar Ja ecuación de la circunferencia insería en el triángulo cuyos lados son 
24x - 7y ~ 91 - 0, 5x - I2y - S7 = ü y 3x + 4y 12 = 0 

Rpta, X 2 + y 2 -IGz + 6 y + 20 = 0 

25) Hallar la ecuación de la circunferencia Con centro en Cl 2, 2,1 y es tangente a la 
circunferencia a " + \ " - 8x -14 v t 52 = 0. 


Rpta* x 2 + y 1 +4.r + 4v - 44 =0 ü x 2 + y 2 +4x + 4y 200 = 0 
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Hallar la ecuación de la circunferencia concérrcricci con 
jc k + y 1 - 2jc- 8> “32 -üy que es tangente a la recta Sx - I5y + 36 = 0. 

Hpla. jt" + y 2 2jt-8j+13 = fl 

Dadas las circunferencias jr 2 + y 3 -4, (jt-9) 3 +y l =16. Hallar una 
tangente común. 

Kpta. Jl7y - 2jt - 18 = 0 

Hallar La ecuación de la circunferencia tangente a las rectas > + y + 4 = IJ y 
7j¡ - y i 4 = 0 y con centro en la recta 4x + 3y - 2 =• 0 

Rpta, U-2) 2 + (y + 2) 2 =8. {jc + 4) 2 +(?-6) 2 »L8 

Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por P{2,3) es tangen le a la 
recta L, ; jr+y-7=0 y con centro en L 1 3* - y—? = Q j 

Kpla jr 2 + y•- -6x-4y +11 = U p jr J + y ’ -2a' + 8 y = 34 

Hallar lo ecuación de Ij circunferencia que tiene su centro 
sobre L: 2x + y - 14 = O y que pasa por la i intersección de 

C| : je 2 + y 2 -8 jí -4y+ 1 1 = 0 , Cj : jc 2 + y* -4jt + 4 y -8 = 0. 

Rpt». Ix 1 + 2> 3 - 20* - Ib v + 41=0 

Hallar la ecuación de la circunferencia inserí la al triangulo de lado, 
a) 4\ - 3y - 65 = 0. 1\ - 24y + 55 = 0*. 3x + 4y - 5 = 0. 

Rpta. x 2 + y 2 -2ÚX+15 -Q 

7 a + 6y - H = 0, 9x - 2y -i- 7 = 0, fru - 7y - 1 h = fl 

Kpia. 85x ’ + 85y' 2 - 60 x +70>-96 = 0 


b) 


m 


33} 


34) 


35) 


Jü) 


37) 


38 ) 


Hallar las ecuaciones de las cirtunfcreTvciíis que pasan por el origen de 
coordenadas y son tángeme* a las dos recias concurrentes * + 2y - 9 = 0, 
2x y + 2 = 0, 


Rpla. 


U-2) 2 +(v-t) 1 -5 y (j- 22 ) 1 + (* + ->= 

5 5 
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Hallar la ecuación del diámetro de la circunferencia x 1 + > ,? -4.t- ó y - 17 = 0 
que es ]>erpendiclitar a la recta 5* + 2y 13=0, 


ftptn. 2x-5y+l? = 0 

Hallar la ecuación del diimetro de la circunferencia (jr-2) 2 +{y +1} 1 = 16* 
t|ue pasa por I.j mitad de la cuerda que intercepta en la recta x - 2y - 3 = 0. 

Rpta. 2x + y - 3 ■= 0 

Dado íl circulo x 2 + y 2 =9. determinar Ja ecuación de una tangente tal que d 
área del triangulo formarlo por la tangente y las partes positivas de los ejes sen 
igual a I B a 2 

Rpla, (-& j2)x + {Jft+~j2)y-l2 = Q 

Hallar la ecuación de la circunferencia manila al trianguló cuyos lados suri; 
£, t x - y * 0 , L j ; x - 7 y = f> y Lj : 7 jc + y - 20 * 0, 

Rpta. a 1 + >« z -4jr-2y + 9 =0 

Hallar las ecu+ctoiv^ de las circunferencias que, teniendo su centro en la recta 
4x 5y 3 = 0 son [¿ingenies a las rectas 2x 3y - 10 = 0, 3x - 2y + 5 = 0 

Rptu. U-2) í +(y-l3 2 =H y (A-8} 3 +(y-7) 3 = — 

13 13 

Hallar la, ecuación de la circunferencia que es la rigente a los ejes coordinados y 
Tiene su centró sobre la rata a + y - 2 = fl 


Rpta, jt : + y 2 -2x -2y+ I=0 
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39} Hallar tas ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 

i i 

x * - y + 4x 2 y - 0, que suti pcr|R"uJ.K'ularu> a la recta \ - 2y + 13=0. 

Rpta. 2* + y-2 = a 2x +y + S = 0 

40] Hallar la ecuación de la circunferencia circunscrita al triángulo de vértices 
AÍ-2 t -?), Sí4,Í0) y C(12.6), 

Rpia. x 2 + y 1 - 1 llj - 4y - 16 = 0 

41} Hallar ki ecuación de la circunferencia cnncenlrica can 

i ■ • y" 2x 4 y 25 - 0 y que corla al eje Y a Eres unidades del origen. 

Rpta, x 2 + y 2 -2x-4y + 3 = D„ x 1 + y 2 -2jr-4y-21 =0 

42} Hallar la ecuación de la c¡reunferene íj que es tunéenle u los ejes coordenados y 
cuyo centro «si 3 sobre 1.a recta ?x - 5 y + 1=0. 

R]it;in jc 2 t y* 24x - 10 y + 1 20 = 0, x' +- y *■ 4x - 2v - 4 = 0 

43} Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punió (llj6) y es 
tangente a la recta 2k + y — 1 - O en el punió (4,-J). 

Rplft. 9x 3 + 9y 2 - I56t - 24 y + 447 = 0 

44} Hallar las ecuaciones de las circunferencias que son tangentes a las tres rectas 
1x + 4y - 35 = O* 1x - 4y - 15 — í) y x — 1 = 0. 

Rpta, C* : í.r + 15} 2 + >■" = 256 , C 2 ' (jf-5) 2 + y 1 -16 

45} El centro de una circunferencia esta en la recta x + y - U Hallar la ecuación 
de csla circunferencia, si se sabe que pasa por el puní,' de inleiseaiúlt de las 

dos circunferencias. +(y+J) a -50, (x + l) a + (y + V) 2 —10 

Rpta. {x + 3) 3 + {y—3)“ = 10 



202 


46) El punto P(8 + 6) es el centro de tina cuerda de la circunferencia 
x' + y" -I2x-4y = &Q, Hallar la ecuación cit; la cuerda y su longitud. 

Rpla. x + 2y - 20 = 0 ( d = S-./5 u 


47) Hallar ki ecuación de la circunferencia que pasa por bs puntos A{3.-2) y 
B{-1 .-6) y cuyo centro esta en la recia Lí x - 3y + 3 = 0, 

Rpta. x £ + y 2 + 6x '31 


48| Hallar las ecuaciones de las circunferencias que pasan por el pumo 
A(-l ,5) y son tangentes a las dos. rectas, concurrentes 3x + 4y - 35 =■ l> y 
4x +3y + 14 = 0 

Rpta. (x-2?+{y-l) 2 =25 


, 202 v2 , 34y , 

u+ «> +( - v -« ) 


i**-? 
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49) Encontrar Lu ecuación del circulo inscrito en él triangulo determinado por las 

recias : 2x - 3y + 2 I = 0, : 3 j -2 y - 6 - 0 y : 2x + 3> +9 = 0 

Rpta, x 1 + y~ +2x-4y -8 

50) Hallar la ecuación de la ei reunferene la cuyo centro esii en el eje X y que pasa 
por ios puntos (-2,3) y (4,5), 

Rpta, 3x 2 +3y 2 -14±-'67 -0 

51) Hallar las ecuaciones de las circunferencias que son láncenles a las iros rectas 
4* - 3y- 10-0, 3x-4y-5-ü y 3x 4y 15 = Ü 

Rpta. (*+”)' +(.V + y) 3 "1 y U“y) 3 +<y-yj’ = 1 

52} Una circunferencia tiene su centro en L: 2x + y + í - 0 pasa por el pumo 
Fan y es láncenle a L¡ : 4x- 3y - ¡4 . Hallar SU ecuación, 

Rpta, x 2 +,v 2 + 4jr-2y = 20 y x 2 + y 2 + 24x -42y = 40 
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xí) Hallar ’ii ecuación de la circunferencia que pasa por ios puntué (1.-4) y (5.2) > 
que tiene su centro en la recia x - 2y + 9 = 0. 

Kpta. x * +■ y 1 -bx- 6 y - 47 = 0 

54) Desde el pumo A(1,6) se han tuzado tangentes a la circunferencia 

x" + y 2 + 2jt- 19 =0, Hallar sus ecuaciones 

Rpta. 2x + y - & = 0 y a - 2y + ít = 0 

55) Desde el pumo A[4,2) se han trazado tangentes a la circunferencia 

x 1 + y 1 - 10. Determinar d ángulo lomudo por éstas tangentes. 

Rpla. 90° 

56) Se da el punto P¡ 13.15) en el interior del ángulo formado por las reirías 
L¡: Jc-3y + 6 = 0 y L 2 : 3i-y "22-0< Hallar la ecuación de la 
circunferencia que pasa j>.ir el punte Pyus t¡ingente a los ladus del ángulo. 

Itplu. j- + y 2 -3Bx-My + 54ó = íí, x 2 + /-2But 20> + 2B6 - 0 

57) Hallar la ecuación de una circunferencia tangente a los ejes coordenado* y a la 
iccta cuya ordenada y abscisa en el origen son respectivámenle 2 y 4 

Rpta. 49-T 2 + 49y Z - I68.v - 168 ¥ + 144-0 

58» Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto A(-1.4) N tangente 
a la recta s + y 5 = 0 y con centro sobre la recia d* - y + 3 - U 

Kpla x* + y ; -6* + 7 = 0. x 2 + y 2 +4í+óy-52-0 

59) Hallar las ecuaciones de las circunferencias tangentes a las rectas 
3* - 4y - 8 = 0 y 4x + 3y + 6 = G y pa^so por ni punió Al 1,0) 

Kpln, x“ + y “ — 2jt - I üy +1 = 0, 5x " + 5 y ~ - 2x + tiy 3 = 0 

60) Hallar la ecuación de h circunferencia que es tangente a las rectas 
x + y + 3 - O y 7x - y — 11 - 0 y tiene su centro en b recta 4v + 3y - 7 = 0 

Rplu. x" + y" -Bx + 6 y 17 = 0, x" + y* + 4 i 10 v + 11 = 0 
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61) Hallar la ecuación de la l unid i a de circunferencia con centro en la recta y = 2a 
y tangente a la recta y - *. 

ftpui. 2x + 2y 2 -Aíix - m + 9h* = 0 

62 1 Hallar la ecuación de la circunferencia concón trica con 

61 : x“ + y" + x— 3.V- 4 =• 0, y tangente al eje Y, 

_ i j 9 

Rplu. x~ + x + y" — 3y + - ~0 

4 

b.\} Hallar lu ecuación tic la circunferencia de ludio 10 que son tangente a ía recta 
3* - 4y -13=0 en el pumo (? N Í). 

Rptq. jE 2 + y 2 -2fer^l2y + 105-0, x 2 + y 2 ~2 jt- 20y + í =Q 

íj 4) Desde el punto > , (2,-3) se han trazad li tangentes a la circunferencia 

(*“!}" + (y+5) 2 = 4. Hallar la ecuación de la cuerda que une los puntos de. 
con latió. 

Rpta. x + 2y +5 = 0 

65) F [aliar la ecuación de la circunferencia que pjs¿¡ por k intersecciones de: 

+ y 3 -Éx +4 *0 y C z ; x* + y‘ -2 - 0, y que es tangente a la 
recia L x + 3y — 14 =- n 

Rpia. x l + y 2 -Sx+6 = 0 , 9x 2 + 9v J + 88r-106 - 0 

66) Hallar la ecuación de la circunferencia tangente a las rectas x - 2y + 4 = 0 y 
2s — y + ft = 0 y que pase por el punto (4,-1). 

Rpta. x 1 +y 2 - 30í + óy + 109 = 0 

x 2 + >' -?0í + 46y + M9-U 

fl; ' Desde el punió ('(6,-8) se han trazado tangentes a ta circunferencia 
x " + >'" - 25. calcular la distancia del punto C a la cuerdn que une los puntos 
de contado. 

Htpta. d^7,5 
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68) Hallar los ecuaciones üe las tangentes a la circunferencia 

x “ -iKy - 2x -4 y - 0, que son perpendicular a la recta x - 2y +■ 9 - 0. 

Rpta. L, : y--2.x+5. : y = -2jr-5 

69 1 Hallar la ecuación de la familia de circunferencias con centro en 
£. t . 3.i-y+1 =0. y tangente íi L 2 : fa + 4y-4 = Ü\ y obtener las 
circunferencias de radio 6 unidades 

KpUi. fx-A^+íy-ÍA-l) 1 =*9k 2 , x 1 + y“ -4x-l4y = 4 

70) I lalíar las ecuaciones de la circunferencia tangente a las rectas % - 3y + 9 ■= 0. 

3* + y -3 = 0, y que tenga su centro trn La recta 7*. + Í2y - 32 = U. 

Kpta, x 2 + y ” -Bx-1 üy + 31 = 0 

96ix 2 +96\y 2 + 24&x-5270y + 7201 =0 

71) Desde el punto M(4, 4) se han trabado Eangerues a la circunferencia 

jt 1 + >' - óuc + 2y + 5 “ 0, calcular la longitud, de la cuerda que une los 

punios de contacto. 

Rpta. d^-JíO 

72) I Tallar la ecuación de la circunferencia que pasa por la intersección de 
C¡ : x J + y 1 -4x-3 = 0 y C : . a" + y 1 -4y—3 =0, y cuyo centro esta en 
la recia L: x — y - 4 - 0. 

Rpta, x l + y 2 6je + 2 y 3 = 0 

73) Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por hi intersección de 

C| . x *■ + y 2 2 jt+ 4 y = 5 „ C> ; x~ + y" + 16x - úy = 3 cuyo uunErti esta en 
Z,j : 2x + 4y + 3 ■ 0 . 

Rpta. 4 c J + ky 3 + 4úx - \4y-29 = 0 

ü 

74) Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto Qfüü) y que es 
tange ule a la curva y = a til el punto R{2 H 4), 
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75) Hallar la ecuación de la circunferencia circunscrita al triángulo de lados 
t'¡ * 3.í + 2y-lJ - 0, Lj : Jt + 2y~3 = 0 y i j + y - 5 = 0, 

Rpta. 2x % + 2y* -21x+ I2jf+6ó = 0 

76) En una Circunferencia, considerar dos puntos Ojos Q, R > un punto variable P. 
Demostrar que d ángulo que forman las recias PQ y PR es constan te. 

77) Hallar los puntos de intersección entre la circunferencia 
{*“1)^ +(> + 2)" = 16 1 y la recta a + y s? 1 y hallar la longitud de la cuerda 
que une dos puntos de intersección. 

Rpta. /■ (2+-■/?-1 - *./7 j , P 2 (2 - 77-1 + 4Í) 

78) Hallar las ecuaciones Je las circunferencias que son Tangentes a las tres recias: 
4,n - 3y - 10 = 0, 3s - 4y - 5 - 0 y 3jl - 4y -15 = 0. 

70) Halle las ecuaciones de las icctax tangentes a la circunferencia 

x ’ t y' - 2x 4- Ay = í>, que sean perpendiculares a lu recta L: x - 2y + 9 = 0. 

SO) Hallar Ja ecuación de la circunferencia lanyente u kss ejes coordenados y cuyo 
centro re encuentra en la meta L: - 3y - ü = 0. 

81) Duda la ecuación de un ha¡ de teclas por La expresión 

+ 4y - 10) + f50x - y - 5) = 0 halle las rectas de eslc haz, que son 
tangentes ñ la circunferencia x 111 + y 2 + 2x - 4y = O . 

82) Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto A(-5.2) y por las 
intersecciones de la tecla * - y + 3 = 0 cotí la circunferencia 

x 2 + y 2 -8x-IOy+7 =0 

Rptá. x ‘ + y~ + fi ar - 24y + 49 = 0 

83) Hallac la ecuación de la circunferencia cuyo centro esla sobre la recta i + y = 0 
y pasa |jor la intersección de las circunferencias x 2 + y 2 2x + lOy - 24 = 0 

y a' + y 2 + 2x + 2y-8 ~0 

Rpta. je 2 +y ¿ +6j-óy + B = 0 
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541 Hallar la ecuación de Ej circunferencia que pasa pw d. pimío |-2.2| y por los 
pumo» de inlerseLción de las circunferencia x“ + y" + 8ir - 8y+ 7 — 0 . 

x 1 + y 2 + Gy - 71 = 0 

Rptu. jt + y 3 + 1 2x - 5 y + 46 = (J 

i 

ÍÍS) Hallar b ecuación de la circunferencia que pasa por las Intersecciones de las 
circunferencias r“ + y' -Ó.( -2 y + 29 = 0 , x 1 + y 1 +4* ■ - 2 y- 21 - 0 

sabiendo que su radio es 2-¡\0 . 

■r mm '' I i 

Rpla. ji " t y " - lO.r 16 y 4 49 = 0 , r 2 + y 1 - fir - 31 - 0 

86) Iblbr la ecuación de b circunferencia cuyo centro esta en ta recta 
2x + y + 4 = 0, es láncente a la roela Jt + y = 0 y pasa por el punió (* |J ). 

Kpta* t 2 + y : + 4.t + 2=0 

87) Hallar b ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos (3,5) y (] Í L 5) y 
cuyo radio es ■Jñ > 

Ifpiíi. {x-lf +(y-4) J = 17 

85) Halla i Ea ecuación de l:a circunferencia cuyo diámetro es la cuerda común a las 

circunferuncbs a* + y 1 — 22i-8y -4 = 0 y jc 1 4- y 2 4 I2 j+ 4y — 0 . 

Rpla. r + y : +4.t - 16 = 0 

89) Halle la ecuación de 3a circunferencia que pasa por la intersección de las 

■ti ^ ^2 

circunferencias (7 t : x +y -fur + 4-0. Q¿‘ Jt + y -2-0 y que es 
tangente a la neta L: * + 3y - 14 =0. 

90) Hallar b ecuación de la circunferencia tangente a las rectas Tu + 4y - 27 = 0 y 
3s - 4y + 15 = 0 y que tenga su centro en L¡ recta 2\ — y - 5 * 0. 

91) Hallar la ecuación de la circunferencia circunscrita ai triangulo de lados 
L 3 3.í +2y —13 - U, L¿ : Jf + 2y“3 = Q y Lj : x + y—5 = 0, 
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02 ,1 En una circunferencia, considerar dos punios fijos Q, R y un pumo variable P. 
Demostrarque el ángulo que forma las rea» PQ y PR es consume, 

93) El punto medio de una cuerda de la elipse: x 1 + 4 y 1 -6j-8y-3 = 0 «el 
punto 0(5,2) Hallar la ecuación de la cuerda. 

94) Hallar la ecuación de h recia que pasa por el punto (l 1.4) y es tángeme a b 
circunferencia x* + i 1 -8.i- Ov »= 0, 


95.1 Hallar la ecuación de lu Circunferencia de radio 5, cuyo centro es el punto de 
intersección de las rocías - 2y 24 = 0, 2x + 7y + 9 = 0. 

Hpta. (jr-6> 2 +<y+ 3| 2 =25 


%) 


Sea Y ABC un triangulo de vértice A(-LG), B(2,W4) y C{5.0). 

a) Hallar la ecuación de la circunferencia circunscrita al niangulo. 

b) Hallar la ecuación de b circunferencia inscrita al iríungülu. 

o) Hallar b ecuación de la circunferencia que pasa por Eos pumos medios 

de los lados del triangulo. 


Rptu. a) 


u - 2) 1 + 0 -+ 2) 1 

O 


625 

64 


b) U^2) 2 +(y- l) 2 = I 


c) 


íx - 2) 2 +(?~) 2 

Id 


G2Ó 

256 


97) Hallar lu ecuación de la circunferencia cuyo centro esta sobre Ea recta 
6st + 7y IG = Q y es fungente á cada una de las recias Rx + I5y + 7 = fl, 
3a - 4y- 18 - 0 

Hpta. <j»’3) í +{jp + 2) 1 »l, (x-3)*+(y+6 1 = 121 
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98) La «citación de una circunferencia es; 4.x + 4y 2 -itx + 20y+25 - 0, Hallar 
la ecuación de la circunferencia concéntrica que es tangente a la recia 
Su- I2y = J* 

Rpüi. U- 2) 2 +(> + ?)- = 9 

99) Una circunferencia de radiu *Jy$ es tangente a la circunferencia 
x 2 4 y 1 -4jt 4 2y - 47 = 0, en el punto (6.5) Halle su ecuación idos 

soluciones^. 

Rpta, { x -&r + ( y -8) z = 13, (jr~4 ) 2 + (y -K | 1 = 3 3 

]00) 1 tallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto {1*4) y es tangente 

a ta circunferencia .t' + y' +bx + 2y + 5 - 0 en el pumo (-24). 

14pía. (ir +1) * 4-(y - 3)" = 5 

1.01) i faltar la ecuación de la circunferencia que p.tsii por el punto (3*9J y es tangente 
a la recta x + 2y - 3 = 0 en el punto (14) 

Rpla. tx-3r+(y -5)" =20 

102) Hallar la ecuación de tu circunferencia que pasa par tos punios (-3,-1) y (5.3) y 
es tangente a la recia k +■ 2y -13- 0. 

Rpfca, U -1)' + (y -1) 2 = 20 y (x -~) 2 + (y 4 • -)" = 

4 Z Lo 

103) Hallar la ecuación de la circunferencia que tiene su centro sobre la recta 
2v + y- 14 = 0 y que pasa por la irtersecci.ui de tascircunferencias, 

je 2 + y 2 - Bx -4y +11 = 0 y x 2 + y 2 -4jr + 4y-S = 0 

ftpta. 2x 2 t 2y 2 - 2ÜJt - JÓy +41=0 

104) Hallar la ecuación de ta circunferencia que pasa por et punto At 10, 2 1 y por la 
intersección de la circunferencia x 1 + y “ -2x - 2 y -2 = 0 y ta recia 
k — y + 4 ~ 0. 

Kplíi- r 2 + y + 16* í 6 y + 24 = 0 


2)0 


105) Hallar la ecuación de las láncenles a la circunferencia 
■* + >'" + 4x -10 y + 2 1 - 0, que snn paralelas a la recta 5x - 5y + 31 = 0 

«pta, K-y+l = $, x “ y + H = I) 

] 06) Hallar las ecuaciones de las tangentes a ta circunferencia x 2 + y 2 + 6x-í¡ = Ü 
que son perpendiculares a ía recta 4* - y + 31 = 0, 

ftpta. x + 4y+2ü = G. x+4y- 14= 0 

lí)7j Una circunfercncm tangente a tas recias Ix - 3y + 9 - 0 y 2x - 2y + I = Ú. 
tiene su centro sobre la recta x + 2y 10 == 0. Hallar su ecuación. 

Rpta. Ux 2 +13/ J -I56x- 52y + 295 = 0 

IOS) Hallar las ecuaciones de tas circunferencias que pasan por los puntos A(I,2>, 
BÍ3>4) y sean tangentes a la recta 3x + y - 3 = 0 

Rpta. x J + -y ’-8*-2y + 7 = Q t x 2 + y 1 -ix -7y + 12 = 0 

09) Hallar ta ecuación de la d reunieren eta que pasa por ios punios (2,3) y (3*6) y 
sea i ¡ingente a la recta 2x + v - 2 = 0. 

Rpía, X 3 y y 2 - 2óx - 2 y + 45 = 0 

1101 La recta x - y + 3 = 0 es tángeme a la circunferencia x 7 -2x* y* -7 en el 
pumo P(i,bL Hallar a y b. Rpla. a = -| yb=2 




CAPITULO VI 


6. TRANSFORMACION DE COORDENADAS.- 

En la tratisfór tuición de coocdeiiadiis se presentan dos casos una es h 
tfiiálaLHón de ejes y otra es la folletón de ejes. 

6.1. TRASLACION DE FJES. 

Consiste en determinar laj! coordinad as de sin punió con relación a un nuevo 
sistema dn ejes que son paralelos a los ejes dados. 

A) TEOREMA.- 

Scj P un punió con coordenadas íx.y) respecto a un conjuntó de ejes dados, y 
sea f i , v'J las coordenadas de! punió P después que ío.% ejes se han trasladado 

a en nuevo origen de coordenadas fh„lc) .sor rc .peelo a lo?. eje> dados, entonces 
•i - jf i h f y — y+Jfe , 



i 

BjO.y) V ‘ 

Víh.O . 



Í p^,y>=p|x' ,f\ 

4 

. 


(h.k) i A‘(«\k) X* 

k 

i 

h 



°1 

-* - h -* 

jA(x.O) X 


Sean X, Y los ejes dados, conoide remos X \Y' los nuevos ejes y que sean 
paralelos a los ejev dados con u rigen (h.,k), sea tic .y) las coordenada* de un 
punto P respecta a los ejes dados }■ (x, y') las emu den ¡idas de P respecto a los 
nuevos ejes, ósea X' e ¥'. 

Trazamos una recta que pasa por P paralelo a ktá ejes Y, F‘ y una recia que 
pasa por P paralelas a los ejes X, X'. Sea A el punió de intersección de la recta 
y el eje X y A' d punto de intersección de la tecla y d eje X' , sea Fi el punió 
de intersección de la recia y el eje Y y sea ¿T el punto de intersección dé la 
recta y eje Y'. 
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Co-n respecto a lu& ejes X, Y, las coordenadas de P son (*,y) y ik A es (s,0í y 
las coordenadas de A es (r'.Jt) con respectó u Íóí ejes X ', Y' de donde: 

ÁP=Af'~AA =* V'= y-}. => v = y w A-k 

con respecto a los ejes X, Y T las ccxwdenadis de [' son (my) y de B es (0,y) y 
las coordenadas de B‘ es (h*y') con respecto a Jos ejes X\ Y 1 de donde 

B" P — BP - ¿#£r .t = x -h x ~ X+íi 

Ejemplo.- Encontrar una nueva ecuación de la gráfica de la ecuación dada 
después de una traslación de ejes al nuevo origen como se indica. 


i) 


JC 3 + y’ 4- ó.c f 4y = 0, (-3,-2) 


Como 


W-» 

1 y - y-2 


■Sulucióri 



Reemplazamos en la ecuación se tiene 

(Jf'-ÍK + </-2) J + 6U4J) + 4(/-2) = 0 


JI J -fije+S + y * -4 ri4+6,t -18 + 4 y'-8 = U 

*■*+/*-13 

2) y 2 ~6x+9 -fí, ÓA) 

Solución 

3 

x = y+ -, y= y +0 
reemplazando en la ecuación se tiene 

/* y' 2 = te’ 


y' 1 -6(Jc , + |) + 9»0 
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6 . 2 . ROTACION HE EJ ES,- 


Suponiendo que efectuamos una transformación de coorderujdát del plano XV 
en íáto sistema X'Y’ en donde se mantiene lijo el origen y los ejes X'c Y r 
mn uhienidos rolando los ejes X e Y en forma awí horaria en un ángulo 6 vmno 
se muestra en ta figura. 



Cada punto P tendrá dos rqrrcseritactoftos una en coordenadas (x.yl con 
respecto jI sistema original y la otra en courde oídas (V, V) con respecto al 

nuevo sistema ahora determinare mus la relación entré (x + y) y {.v'.y j para 

esto tracemos las rectas OP . 4/' y BF (ver la figura). 
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Se observa que x = OA . y = I/ 1 , x-OB . y " BF 
Luego en el A OAF se tiene 


i - ÚP cosíft +cíj . y - OPsen(0 + CC )„ de donde 
x - OFcosíB cnsíi - OPs en a sen tr 

y = OP sen 0 eos a + OP sen a ensft <1) 

un c\ A QRP se nene: V = OPcosCT p /-QPtcna ... (2 ) 

reemplazando (2) en (I ] se tiene: 

x - Y eos 9 - y'sen 8 , y = x '.sen 8 + y cosí) ... (3) 

x = xca&B- y'senP 

ahora id sistema: \ , resolviendo el sistemn s.e liene: 

[y - x sen# i y coaB 

X — x cosí + y sen 0 , v'= y cnsfl - x sen 0 ... (4) 

ahora veremos el caso de la ecuación general de segundo grado. 

3 7 

Ak ' + Cy t Bxy + üx + Ey + /■' = 0, donde A,B,C no nulos smiu i iá reamente 
Como r - Y cosí ~ y F seri 8 , y * a sen E) ¥ Vctis 8 + se tiene: 

AO'losí? - y sen 0) 2 + í(yCOSÍ - y'sen H x' sen 6 f yW 0 i + 

+ C( Y sen 9 + y eos 0) 2 + D{x' COS 8 - / se n 0) i E [ Y se n 8 4 y* eos fí}+ P - 0 
efectuando y simplificando se tiene: 

M eos 1 P + fíxetiÜ cosí + O t ti " &) .V' + i A xen~@ Bserá) cosí? + Cees tí) y'~ + 

+i?( c on2 9 ~ A sen2í i Cser 20 JV /+t i Jcosfl + ¿sení )Y+f£cosí - ,£>seníjy l + P « 0 
Como el coeficiente de r' y debe ser cero, entonces se Irene 
II eos 20 ■ A sen 20 +- C. sen 20 - O, de donde 
B cm 20 = A sen 20 - C sen 20 = (A Osen 20 
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ecos 2e = (A~Q5*n 2a 


e os 30 A-C 
sen 20 ¿f 


A —C 

l ' nr lo tanto ctg 20 = ——' que es la relación psua obtener el ángulo 0 de 
rotación. 


hijemplix- 


Trans formar la ecuación 2 a : + 4íxy + y 2 =r 4 p girando los ejes 
coordenados un ángulo de 30 a 


Solución 

La* expresiones de Iransformación son: 
x - - 3 sen 9 ; y - .r'sen# f y'eosft 


x - Y eos 30* - /sen 30° 
y - ' sen30° 1 Veos;Hf J 


reemplazando en Ej ecuación duda 


' S , V 

X = — Jf - — 
2 2 

v • V 

y = - + 

2 2 


2 4 ' * f )* - fxf ♦ ^ - o 

desarrollando y simplificando se lienc: 5y 2 +y 2 = g 


Ejemplo** 


Determinar 


la 


ecuación 


de 


La 


x - 2.xy + y + 2x - 4> + 3 = 0, cuando los ejes rulan 45° 


Solución 

ljí expresiones de transformaciones son: 


A = yCO50-yscn# 
y = jr'sen Ú + y co$£? 


donde 


^en 45 5 = 


eos 45® ~ — 

Jz 


parábola 
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63. 

I> 


IIJ 


1 *-y‘ 

Luego se nene: ji - - -y - „ v = —=±- 

V2 ' 4 % 

Sustituyendo en La ecuación se tiene: 

i^f) 1 - + t-T'-> Z + -4<^)t3 = 0 

\2 :J2 V2 V 2 V2 -/2 

B -| p-*— j— 

simplificando se tiene: 2 y k — -J 2 .r— 2y'+3 = 0 

EJERCICIOS PROPUESTOS* 

I ransínrnw Las ecuaeiones dadas. 1 raslad¿unió los eje.s coordenados al nuevo 


origen 

indicado 



i) 

1 : - b\ 4a 4- 5=0* 011.3) 

Rpla. 

y 2 ~ 4a 

2) 

j í 3 + y 2 + 2 a -4y- 2 = 0.0' í- LO) 

Rpla* 

x 2 + y 2 - 25 

3) 

3jt 2 -4y 2 + 12 a + By -4 = 0,0 

Rpta. 

Ai ‘ — 4 y 2 ^ 12 

4) 

2.c 1 + 3y ’ - 4* h-I2j - 20 = 0, 0(1- 2) 

RpU. 

2x 1 + 3y 2 = .34 

5) 

3j- -2y" +6 a-6v-1 1 = 0. 

Kpta, 

3a 3 -2y* =6 

6> 

x* +5 y 1 f 2 j - 20y + 25 = 0. 0 (-L2) 

Kpti. 

A" +5/ + 4^0 

Mediante una nutación de ejes simplificar Las ecuaciones de modo que la curva 
carezca deE termino XY. 

n 

llr f 24 ry i 1 ó y 2 + 90_t - 1 30 y - 0 

Kptíi. 

x*-2x-6y = Q 

2} 

6Jf-‘ —4 AT + 5y 2 =36 

Kpta. 

4.r“ + 9y “ - 3h 

3) 

í i +4Vlri«-3> : = 30 

Kpt;i. 

3a 1 -5y 2 =30 

*) 

3i 2 + 2.vy + 3y J = fi 

Rptñ. 

2x z + y z =4 

5> 

9a ' + 4a v + (j r ‘ tí 2 x 4 36y+44 = 0 

Kptn, 

2j r 3 + y* - 2 

6) 

x 2 -1ü.w +y 3 + x + y + 1 = 0 

Rpta. 

32a 2 -48y" “9 
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CAPITULO Vil 


7, LA PARABOLA 

7,1. DEFINICION. Una parábola P es el lugar geométrico de un punto 

p(x, y) del plano R ~, que se mueve de túl manera 
i| ju equidista de rmj rucia fija L (llamada dirculriz) simada en el plano y de un 

punto fijo P (llamado foco) del plany K y que no pertenece a la recia L, 



7.2. ELEMENTOS DE I.A PARÁBOLA. 

I n , Foco T* es el punto fijo de (a parábola. 

2*. L la llirectriiperpendicufar al eje Focal 

Veri ice "V" es el punco medio del segmento que une l.i directriz y el foco 
4‘\ Eje focal “ L } ,T e$ la recia perpendicular a la dsreclriz M L‘\ 

5 e , Cuerda focul s EM " es el segmento que une dos puntos de la pirábala y que 

pasa por e l foco. 

ó", Radio vector: i 'NF' t es el segmento que ame un punto de la par. i bola NI y el 
foco F. 

Lado recto “LR”es la cuerda focal perpendicular al eje Bacal. 

S . Excentricidad V es la razón constarte emir la distancia de un punto al foco y 
la distancia de dicho pumo a h directriz. 

2 LB 


i . 



6¡A 1 Dea I 


7.3. FORMAS DE LA ECUACION DE LA PARÁBOLA. 

De acuerdo a la pusieron de la parábola se presenil! cuatro formas importantes 

que son: 

r ECUACION ni’ I.A PARÁBOLA BE VERTICE EN EL ORIGEN Y EL 
[JE. FOCAL LE. EJE V. 

teorema 

La ecuación de tu parábola con válLv en el origen de coordenadas Ví0,0) y eje 
focal al eje X, está dado por: 


F: y’ -4^i 


donde p es la abscisa dul foco i p £ R) 

Demaslnicióri 

De acuerdo a los datos del teorema, la posición de la parábola es como se 
muestra en la figura. 

L 
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Sea P{X T y) eF un puno cualquiera de b parábola entonces por definición de 
parábola se tiene: 


d(P3*=d(PX) -.-d> 

d(P.F) = ^x-P) 2 +y'- Q) 

ti(P.L) = |a + F| 


leenipkbsjnh) (2) en (1) se tiene: - Pl ’ + _v 1 = | v+ F| 

2 

el ova indo al cuadrado y simplificando se tiene: P y ■ 4fx 

OBSERVACION, 

i) Si P > ü, la parábola se abre hacia la derecha. 

ii) Si P< 0 n la parábola se abre hacia 3a izquierda, 




NOTA. Slbi elementos soil 
J) FJ veri ice V(fU3), 

2) FJ foco F(P,n) 

3) Lado recto LR = |4P] 

4) ecuación dHa directriz x==-F 


Kjciiiplu.- Hallar la ecuación de la parábola de vértice en el origen y foco el 
punto F(3.Qj. 

Solución 


La ecuación dé la parábola es y : = 4 px 
Como F£p,0) = F|3,0) => p = 3 

.\ k í= 12j 



Ejemplo. - 


Hallar b ecuación de la parábola de vertid: en el origen y directriz U 
rec ia * + 5 = G 


Solución 

La ecuación de la par Jimia e;% y" -• 4/n 
Como i - -p =j p = í 



v 2 " 20 r 


2 ECUACION DE LA PARABOLA DE VERTICE EN EL ORIGEN V EJE 
FOCAL EL EJE V. 


TEOREMA. 

La ecuación de ¡u parábola de vértice en el origen de coordenadas V(0,0) y eje 
focal al eje Y . eslJ dado por: 

P: x“ = 4 py 

donde ¡> es la coordenada del foco. 

I liTiiosl ración 

De acuerdo a los dalos det teorema., ¡a posición df la parábola es como se 
muestra en la figura: 


22l 
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Sea F(x,y) e P un punto cualquiera de la parábola entonces por definiunin de 
parábola se tiene: 

tííp.F) = d( pX) 


d(P,F) = + ( y~p} 2 

d(P,L)”|y+p| 

reemplazando (2) en (I) se tiene: -^x 2 + (y - p)~ - ¡ y + p \ 
elevando al cuadrado y simplificando se tiene: P- x~ -4py 


«.(I) 
-» (2) 


OBSERVACION* 

i) Su if 1 > 0, la parábola se abre hacia arriba, 

ii |i Si P< 0, la parábola se abre hacia abajo. 






NOTA, Sus elementos son: 


1) El vértice V(0X>j 

2) El foco F(ll,p). 

3) Lado recto LR - ¡4jn 1 

4) ceuaL-i Cm de la directriz: y =-p 

Ejemplo.- Hallar la ecuación de la parábola rk vértice era el origen y foco el 
punto F{ÍVí) 



Sidudón 

Su Klticiúl es; x ~ — 4 py 

Pürá F(0,-3) s FfO.p) =* p = -3 

jc a =-l 2y 


Ejemplo.'- Hallar la ecuación déla parábala de vértice en íil origen y di rectriz la 
recta y - S =0 



Solución 

‘ i ecuación de la directriz, es: y - -p 
Como y= 5 p - -5 

La ecuación de la parábola es; x~ * 4py 

*• x =-20> 


ECUACION DE LA PARÁBOLA DE VERTTCE VflU) Y EJE FOCAL 
PARALELO AL EJE X, 

TEOREMA. 

í- 1 ecuación de la parábola con vértice en el punto V(ti F k) y eje focal para le b al 
eje X. está dado por; 

P: (y-ky =4p(x-h) 
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De acuerdo a los datos del teorema, h posición 4e la puribola es como se 
muestra en la figura , 



Sea Pía,y) e P un punto cualquiera de la parábola, entonces pnr definición de 
parábola se tiene: 

d(PP> = d(PXl 

dt ¡ r.n~'J(x -h-p)* +{y-t) 
d(P, L)= 

reémpta/jando {2) en (1) se tiene: 

^j((x-h)- p)' +(y-k)’ = la-{A-p)| 
elevando al cuadrado ambos miembros 
{{x-hy -p) 2 +{y-A) J = ((i-A) + p)~ 

(jc— ír) 1 -2p{x-h}\ p~ \ (y k) z = (x-h)' +2p(x-h) + p~ 

P: {y-k) Z =4p(x-h) 


.»(!> 

.... ( 2 ) 
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OBSERVACION- 



i) Si p > 0, la parábola se abre hacia la derecha, 

i i) Si p < 0 + la parábola se abre hacia la izquierda. 




i) VcrtiL-c V(h,k) 2) El foco F(h + p, kj 


3) Lado recto LK = |4pj 


4) ecuación de la directriz' a = h - p 


I jcmplu.- Hallar la ecuación de la parábola cuyos vértices y focos son Sos puntos 

(-4,3) y FC-1,3) itr-pectó uniente. también hallar las ecuaciones ele su 
directriz y su eje. 

Solución 



I 
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V(hjc) = V(-4,3) K = -4 t k = 3 

Rh + P,k> = F(-U) =>ti + P = -J P* 3 

La ecuación de la parábola es: 

P: (x-hf - Ap{y-k), Pz (x + 4) 2 = I2<jr-J) 

La ecuación de la directriz en; a = h - p = -7 

Tji ecuacióndd eje de la parábola es: y - k -o y = 3 

¥' ECUACION Dli LA PARÁBOLA DE VERTICE V(h,k) Y EJE FOCAL 
PARALELO AL EJE Y. 

TEOREMA. 

La ecuación de la parábola Je vértice al punto VíhJcj y eje focal paralelo al eje 
Y, ral ¡i dudo por. 

P: [x-h} 2 =4p(x -k) 

Demostración 

De acuerdo a los dalos Jel teorema, la posición de la parábola es como se 
muestra en la figma. 
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Sea Pfx.yJ í P un punta cualquiera de l-i parábola, entonces por definición de 
parábola se llene, 

d(P,F> = d|P,L) ... (I> 

,(HP.n-i¡U-p) a +l?~k-r) 1 
a<P.L) = )y-{k-p\\ 

reemplazando (2) en U) se titne: -j( x-h ) J k(y-k-p) 2 = | y-(k-p}\ 

elevando al cuflrfiAda ambos miembros 

U-A ) 2 + «>- *)- p ) 2 - <(, -i) + p > 2 
(.x-ky *{y-k) 3 -2p(y-k)+ p 2 =(y- kf+lpíy-V+p 2 
P: Ix-h) 1 = ip(y-k') 

OBSERVACION. 

i) Si p ^ Ü, la parábola se abre hacia arriba. 

■i) Si p < 0, la parábola se abre hacia abajo. 
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NDTíV-Sus elementos son: 


j) El vertí te V[h F k) 1J l-adu nCba L& = HpI 

2) El foco F(h, k + p) 4) ecuación de la directriz y = k - p 

Ejemplo- Hallar li ecuación de la parábola cuyos vértices y toco son los punios 
V{3,3) y F{l r l) respectivamente Hallar también la ecuación de su 
directriz y la Longitud de su ludo recio. 

Soliirinn 



V(h,k) = V(3.3> =* h -3» k = 3 

Ffh* k + p) = Ft3,l) ^>k + p=l =* p“-2 

l a ecuación de la parábola es: 

Cjt—A>" =4p(y-fc) 

P: (x-3)* = -%{y- 3) 

La ecuación de la directrices y = k p 

y =3-(-2| -5 


.Lé 
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7.4. ECUACION GENERAL l>E LA PARABOLA.- 

La ecuación de segundo grado en las variables * e y que carezca del término 
xy, se puede expresar en la forma; 

Ac‘ + B} 2 +C» + Pv + £: = ol _ (i) 

La ecuación C1) representa a nn:i parábola si cumple las rendiciones siguientes: 


a) La ecuación fl> representa a una parábola de eje focal paralelo ó 
coincideülc al eje X sí V sólo $í A = 0, B * 0, C * 0 Como B * 0 
entonces a la ecuación (J ) se puede expresar en la forma: 

y" + ay + bx+c = 0 

que es la ecuación de la paritaria de eje focal paralelo ó coincide ule al 
eje X. 

b) Ij ecuación (I) représenla a una parábola de eje local paralelo ó 
coma dente al eje Y si y sólo si A * 0. B = Q. L> * 0 como A * 0, 
entonces a l¡a ecuación (I.) se puede expresar en la forma 

[x ? .+■ fry+g=0 

que es la ecuación de la parábola de eje focal paralelo ó coincide a| 
eje Y. 

Ejemplo.» Hallar la ecuación de la parábola cuyo eje es paralelo al eje X y que 
pasa por los lies puntos A(l;2), B(5J> y 

Como el eje de lia parábola é$ paralelo al eje X, su ecuación es de la forma: 


A(l2)€ P 
¿J{5.3)€ P 
C(ll p 4)e P 


P: y 2 +ay+hx+c = 0 


2a + b 1 1 : = 4 

a --1 

la + 5b + c — -9 

i 

Sr 

ll 

l 

4n + | l£'+c = -16 

c = -1 


P: y"-y-jr-1 = 0 
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7.5. ECUACION DE LA TANGENTE V LA NORMAL A LA 
PARÁBOLA.- 

La ecuación de la tangente y normal a la parábola lo veremos de acuerdo a la 
posición de la parábola. 

I * Pura la parábola de ecuación y 2 = 4px 



I .a recia secante corla a la parábola en tos puntos ^(Jf ¡, >, > y 
P- (^ 2 , y a ), de donde la pendiente de L# es: 




como los puntos P, U^y^. P 7 ít^y*) pertenecen a la parábola 
y* =4px driúDOes y >2 ~ ^ P x : A >'l" *4pJí| de donde: 

yj-yj =*pC^j-JC|) =» (vj-yiXrz + rtH P° r lü 

lamo: 



y¿ ~ Xt 4p 


*2’*i >2 + y l 


Luego de | í) y (2) la pendiente de la recta es: 
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... m 


se transforma en la 


4P 

la pendiente de L T es decir m¿ s - 

>‘i + >i 

pendiente tie la recta tángeme Cuando y t ■ y 2 es decir: 


jTIÍ.j - 


2P 


por lo tanto la ecuación de la rectu tangente a la parábola y 1 =4 px 
en el punto U¡ . y 3 J es: 



üomu L t 1 L y => mL s = --- - - ~ 

mL, 2p 

Luego la ecuación de la recta normal es: 

l-t* : r-yi =^ L fjr-.e,) 

_¿P_ 

Lu ecuación de la recta tangente y la normal a Ea p^ibolt 
(y-*)' = 4p(j-A) en el punto P i (x } T V| > , « deduce en la nnisma 
fotma que el caso anterior por lo lanío la ecuación de la recta tángeme 
ata parábola {p-k} 2 =4 p{x h) que pasa por el punto /’, (*■>>]) es: 



2#í 

L. : y- y, --(j—j. ) 



y, -k 


y la ecuación de la recta normal en P [ (jj 

y,) es: 


t yi -k 

L * : y > i ~ „ 

2p 



2M 






















2 S 


* 


Para la parábola de ecuación a" - 4 py . 



La recia secante L s corta a 3a parábola en los punios ^ í r t , \\) y 
P^ix-, ) T de donde la pendiente de es: 



yi~y i 

x i *1 


■ # ■ 


(3) 


como los punios ^ú L ,.v,) y i\ U¿.y>) pertenecen a la parábola 
.r” -4 py entonces se tiene: 

*1 = 4pyi * *[ = 4pyi => Jfí - JC? = 4p(y 2 - y t ) 

U 2 + Xj Hjt 2 - x,) = 4p(y 2 -_V t ) de donde 

... («, 

<j-A| 4 p 



, Jj+X, 

reemplazando (4) en (3) se tiene: 

jtnLí =- 

4p 

La pendiente de la recta secante 

«íLj = 

4 p 


se transforma en 


pendiente de la recta tángeme cuando t ¡ - r es decir; 


mL, = — 


2J2 


por b unió la ecuación de la recia tangente a la parábola .v : = 4pi 
en el punto (jr, T y ,) es dado por; 


» 


i-: y->i = *-(*-*)) 

2p 


corno í v 1 =s rnf,^ = — — 

mL s Xj 

Luego h ecuación de la recia normal es: 


, 2p 


L \ : v ~y i *=—(.jf-jt,j 



La ecuación de la recta tangente y normal a 
(.x-fl) 1 ' - 4/j(y-L) en el punió P y (X| T y,) , se deduer 
forma que el caso anterior. 

Por lo lanío Ij ecuación de la recia tángeme a 
(a h)" =4p(y-k) en eJ punto P } {*, + y,) es: 

„ Ji - h 

L fl y~y t =— - (X-X,) 

_ 2p _ 

y la ecuación de la recta normal en d punto P¡ (x,, y t ) es 


l h - y-yi-~~ : (i- x,) 

Xj - /i 


IJ TEOREMA. 

La tángeme a 3a parábola v~ =4 px en cualquier punto f\ (x,. y l 
tiene por ecuación; 

L f i y t > = 2p(x +x t ) 

L temos trac ion 


la parábola 
en la misma 

la parábola 


de 3a curva 




























Ij ecuación de Ij recia tángeme en el punto /*, U, . y i 5 o: 
L, : y ->1 - mfjr- x¡ ) 




Donde el valor de in debemos delcrmimir, entonces: 

^ f y, x - x t )) 1 de donde 


V = 4pj¡ 


y = >1 + m{ .\ ~ j } ) 


mfx i + (lfriV| - -4p)x+(yi ■fnr.í, 1 -2«u,y t )-0 


_ ~ 2/n 2 x¡ -hn^ -4pf 

2¡rf 

media tile la condición de Uin^jcncia se tiene: 

(Jmv, -2fj|-jr L 4p) 2 -4v¡ 2 (yf + /tf\*, i -2«u, v,) =0 


de donde jC|Wi" - y ( w + p = 0 


m — 


>1 ± Jy¡- *P*i 

" 2 a-; 


... U> 


corwi P, fjr,, V|) pertenece a lú parábola y 2 =4px se tiene: 


>1' = 4 P^i =► >f -4/«i =0 


reemplazando ( 2 ) en (L) se tiene: m = — 

2a, 


„,(2) 




reemplüzüntlo (P> nn (ex) se nene: L t : r, = ^ (jt-j,) 

2a¡ 

y? 

L, : 2 c, y * y t (x 4 J|) pero 2 *, = 4 1 - 

lp 


2p 


L, y t y = 2pU + J, 1 
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TEOREMA.* 


■ji 

La tan^enle de pendiente rn a la parábola y" = 4pv tiene por ecuación. 

P a 

y = rtix + -■■ f m * 0 
m 

* 

Demostración 

La ecuación de b recta la rigente buscado es: 

Lj : y = nu f b 
dotidc h es una constante por determinarse. 

Luego sustituyendo la ecuación y = mx + b en 3a parábola y" = 4 pj se tiene: 


Qmb-4pf^4m*b 2 =0 => b = - p - 

m 


L t : y ~ mx + — 

« 


Ejemp lo.- 

1 : Encontrar la ecuación de b tángeme y de la normal a la parábola y' = 4 tf.t en 


el punto Plú,2a). 

Solución 

Calcular La pcndienie de h recia lánceme a ki parábola y : = 4dL* en el puniy 
(a q .V 0 ) es: 

2ú 

mL, - pero como el punto Pfa.- 2 a) entonces, 
yo 

2¿i 

mL f = -= -1, por lo tanto la ecuación de la recta tángeme en el punto 

-24 

P(a,'2a) se licnc: 
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Lf ; y + 2a - -(ir-a) 

Lf i x + y * a = O 

como LffLL =í mL# = ! =?■ L v : jc-jt-3*0 



2) Hallar tu ecuación de la recia tangente a la parábola x' 4 4.c +12v-8 = O que 
es paralela a Lu recua L] : 3 je + 9y -8 " Ú . 

Solución 

Sea L t la recto tangente paralela a la reota / 1 : 3 a + 9v-8 = G que se puede 

g 

expresar en la forma: ¿t : a f 3 y— = U , como L, ll Ly =* L t : x + 3y 4 k = O 

7 


Luego 


x 2 + 4x4 I2_y- 8 = 0 
jr + $y -4 k - O 


(D 

... (2) 


ii3 í r>I- t pfndLifci ¿d t stfiragpuü utadr c ucr 1 

X 4 - fr 

De (2) se liene y - - reemplazando en (IJ. 


js : + 4Jt +12(- ■ "* * ) - 8 = O Simplificando x 2 ~4x -3 = 0 ^ x ~ ± J4k + S 
mediante la condición de tangencia 4k + K - O =3- k = -2 


. s . ; x + 3 y - 2 = Ú 
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7.6. 


PROPIEDAD INTRINSECA DE LA PARABOLA.- 


La relación que existe en una parábola cu su forma canónica enlre la distancia 
que separa un punió de la parábola de su eje y la distancia que separa el ¡mismo 
pumo de h tange rile en d vértice es el mismo, suponiendo que d eje de la 
jparábola es: 

: 3 a + By + C = H 


y la tangente en el vértice de ecuación L 2 ; A- t x 4 y # Lj = 0 

La ecuación de lu parábola en forma canónica y 2 = 4 px' ... (1) 

entonces en virtud de fu propiedad intrínseca de la parábola se líene: 




■Ja j + tí 


c\ 


x'=d{P. L ,) = 


MlA + ^y + C! | 



reemplazando (2) cnO) se tiene: 
ÁAx+By + Ch _ A jA i x4S J y^C\ 

Ja z + 8 z J a \+ s ? 
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7.7. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 

i) Una parábola tiene un foco en F(2,l), vértice sobre la recia I- 3* + 7y +■ i = 0, 
directriz horizontal, Mudar su ecuación 


Solución 



YihJO e L: 3lt + 7k + I = U, ademas Rh, k 4 p) = F(2,l} 


h = 2, k + p=i hs2 t ks-1 y p=2 
por lo (julo; V(2,-J¡) 

P : (jr-fi) 2 =4p(y-k) 

P : f r—2> z = 8<y+t) 

2) Hallar la ecuación de la pai ábola cuyo foco R2,l) y la ecuación de la directriz 
es: 4a + 3y + 2 = 0 

Solución 

Por definición tic parábola se tiene: 

dU’.P) = d{P,L) «.(O 


de donde: 


d(F,P}-*¡U-2f +(y~l\ 1 

. | 4jm- 3y+2| 

d{P,L) = ' - 1 


... m 


lí 
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Reemplazando { 2) en í I) te nene. 


^-ly Hy- i) 2 

■5 


efectuando y simplificando: 


(a - 2)~ +(y-l) 2 = 


í4 x + ly + 2) 
25 


/. P 9x 2 - 24xy +16y- -11 óx - 62y + 121 = 0 

3] HjILk la ecuación de la parábola de eje paralelo 3 ] eje de las abscisas X y que 
pasa por los pernios At~2,l). B( 1,2) y C(-U>. 

Solución 

De lib ennd ¡¡cienes del problema La evLiJCÍún de la parábola es de la formo 
P. y 2 + Ax + By + C = U, como A(-2,l>, B(U2j y C(-l 13) e F entonces: 

I-2A4 tf + C^O 
4 + 4 + 2 B + C = 0 => 

9-A + 3B + C-Q 

.', F : 5v" f 2 t-2Lv+20 = CI 


-2A + F + C = 1 1 

df2Btr=^l => B = ~ — 

S 


la» 



























4) El cable de suspensión de un puénie colgante adquiere la forma de un arco de 
parábola, Ins pilares que lo soportan tienen una altura de («O mis,, y están 
separadas una di stand a de 500 mts. Sobre la calzada dd puenle. y como eje V 
es 51 rnetría de 3a parábola Hallar la ecuación de esiá, calcular la altura de un 
punió simado a SO mis del uenLm del puente, 

Sedación 



.t 1 = 4p(y - 10) , eumn (250, 60) £ P: a ~ =4 p(y 10) 

(250)- = 4/>(ÚÚ-10) -j 62500 - 200 p => 4p = 1250 
por lo tanto es: P: x " ^ 125(K v-1 Ó) 

5) Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el vértice y los extremos 

> * 
del lado lecío de b parábola a" - 4y = 0. 

Solució n 

Sea P: x' - 4 y =* p-I, Luego Rh.p) - i\CU > 

Ademas: LR:: y - p 4 por Jo lanío 1JÍ: y — 1=0 
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Luego Icbí extremos stin L(-2,l), R(2 I) 

I a ecuación general de la circunferencia, es: C : x " + y~ + Ax + By + C = @ 

corno V{0 + 0), L(-2J)p R(2 J)eC entonces: 

0+0+0+Ü+C=0 A =-5 

4 + l-2A+5 + C=0 = 5 

4 + 1 + 2A + fl + C - O C~D 

- C: + y 1 -5t + 5> =0 


ó) Hallar Las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto P{! h 4> a la 

parábola: y 1 * + 2.v - 6y + 0 = 0 


Solución 

Sea L la recta tángeme que pasa por P( 1.4) entonces su ecuación es de la 
forma: 


L: y - 4 = m(& - I) es decir: L: y^nu + 4-m 


Luego 


y a + 3x-6y + 9 ~ 0 
y = mx + 4 -ni 


entonces se tiene: 
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7) 


(mx + 4 -ai) 2 + 3jr-6(ntr + 4 -nr) + 9 = O 
m ~x ~ + í&u - hit 2 )jf + m 1 -Sai +1 íS+ 3r-6fmx i 4 jfjI i 9 = O 
fj¡¡ 3 .r + {7m - Im 1 + 3)x + «i ‘ - 2x +1 = O , de donde 


-{2m -2m 2 +3)±J(2m-2m 2 +3> 3 -4flr(i« J -2m + l) 



mediarte la condición de tangencia se tiene 
( 2 ai- 2 m 2 + yf —4m 2 (m 2 -2m + l) = fi 


efectuando y simptifiando se tiene: 


4 nr -4m-3 =0 de donde m ■ - , »i 

2 


3 3ut + 5 

para nr = —. o: y = —- — 1 


1 , 9-jr 

#tf ~ --. L: y = - 

2 2 



Hallar la ecuación de la parábala con foco F(4.-l), cfin eje la recta ¡í — 4 y 
pasa pur el punió Pl'S P 2) 

Solución 


Sea P: (x k) 2 = 4p(y-k) la «uacidr de la parábola como P(8,2) e P P y 

F('4v1) e* el foco de la parábola herido x * 4 su eje =* F(h, k + p) = F(4, I ;i 
=> h = 4 jrk+p = .| ^ k = - i — p 
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Enlonces Í8-4) 3 - />» 

16 = 4pí3+p)=* 4p 2 +I2p-16 = O 


8) 


9) 


p 2 + 4 = 0 => (p + 4j(p J) = 0 de donde 

P= 4 y p=t de donde para ps-4 k = 3 entonces: P <x-4j 2 =-l6(.y-3) 

para P= i: T k = «? entísnees: P: (x-4) : =4(_v + 2) 

llalLir l:i ecuación <lc la parábola cuyo* punios extremos del liado recto son 
U l J) y R(7 T 3j. 

Solución 

Como los extremos de! lado recto son L(l,3)> K(7J) 

=> ut =| 4/. ¡ = -,'(7-1)' +(3-3r =6 

f4p{ = 6 «• v 4p = -ó <!;■ donde p~- . p - - 

2 2 

ademáis F punió medí ■ de 1. y H. por lo tanto: 

1 Tj 

1'1.4-Vl - Kh* p + kj de donde h = 4 t p + k = 3 con» p = K 

2 2 

r. ( I -h) 1 =4piy-k) 

P. Cjr-4> 2 -6Cr 

2 


3 9 

además para p = - —, h =4 t Jt = 

2 2 


P : (jt- 4> 2 = 6 iv^-| 

"J 

Sea P(9,’í) d punto medio de una cuerda de la parábola con vértice sobre la 
recta 3x - 2y 19 = 0. focn sobre la ojera x + 4y = 0 y directriz * = 2. Hallar 
la ecuación de l.i parábola 

Sohuinn 
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Como x. = 7 en la dirigiría, entonces la ecuación de la parábola es 
P: {y-k) 2 = 4pfr-h) 



Como V(hjc) e ¡ 3jt-2y-l9 =0 =i 3h - \9 - O ... (1J 

F(fc + p. k) € L 2 : j + 4y - O =* h + p + 4k = Q j2> 

I a ecuación de la direeti ¡z es: x^h-p-2 

De donde h - p = 2 ... 0) 

Ahora resolviendo el sistema s,e tiene: 

Jít-2Jt-19 = í) /i*5 

■ h + p + 4k = O k = -2 

h-p-2 p=3 

P (y-k) 1 »4jj(*-A) 

*- p : (y+ 2) 1 =12{x-5) 

JO) Un aren parabólico es lál que su vértice es la enninnd - -n la mediairiz del 
segmento determinado ptir ios ex iremos de la basi? de dicho io;. 

Si la longitud de la base es ÍOü y la distancia del veri . a |j li H jse e¡> lSu, 
Hallar Ij longitud de la cuerda paralela a |q b .se \ que disto Su del vértice 

Salucióti 
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De los datos del problema, su gráfico es de la forma siguiente, 



La ecuación es P: (r-0)” =4p( y 15) como A(5,Q}€ P 

=*■ 25 = 4p(0-15) p-^— por lo tanto p- x 2 {y 15) 

12 3 

además LXjUO) e P =* x 1 = - - |t) -15) = 

3 3 

Luego x = ± 5 V3 =5 M 5 AlO) y £(--^3,10), 10 
3 3 3 

1.a longitud de la cuer da paralela a lo ha se es: 

jce.dí-Jc^ +¿^-V +üu-iu) ; =t f \^ 

i 3 3 3 

13) Dada la parábola de ecuación P; r~ - 2y-4x-7-=-Q. Hallar la ecuación de 

la circunferencia cuyo centro esta en el vértice efe la parábola y que pasa por 
los puntos de intersección de la parábola con una recta perpendicular al eje de 
lo parábola y que pasa por el foco. 

Solución 
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Como P : y 2 - 2y - 4.t - 7 = 0 / 1 : ( - 4(.r+ 2) da donde V(-2,1) 

que as el centro de la circunferencia como F^h + p, k) y como h = 2 , k=l„ 
p = L entonces I^-i.li 

Como d eje de la parábola es Ib recta que pasa por el vértice y el foco entonces 
y = i es el eje y como Ij recta que pasa por el foco- R-I.l l perpendicular al 

eje de ia parábola > 2 - 2 y- 4,*-7 - U es * - -l entonces y 1 - 2 y - 3 =:■ 

(y~3Xy+ 1) = 0 ^y=J ( y^l 

Luego los puntea de ínter seeeióii son A( 1.3], 1) además la ecuación ño 

li circunferencia es; 

C:(x-kf Hy-ky^-r* 

C: U+2> 3 -Hy-l> 1 = #' 1 

y como los puntos A \ B están en h circunferencia o monees 
(-1 + 2) 2 +{-l-l) a =r 2 =s r 1 =5 

C: (a + 2> 2 + (y-l) : =^5 
C: x~ + y" f 4 jt - 2 y = 0 


12 ) 


Dado el lado recto LR = 5, un punto 0(0*6) tío la parábola. Catcubi su 
ecuación H sabiendo que el eie es paralelo a) eje O Y. y que el vértice esta sobre 
]él recta y - 2. 

Sdiiciún 
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De los dados de] problema la ecuación de h parábola es: 

P' (x-í$'=4rfj-k) 

V(h.2)5 P =* (jc-J 

Además I .R = |4p] - f> 4p = (■ v 4p = (p 
3 J 

De donde p= v p - - - por lo tanto: 

2 2 

P: (x-hf-ür-D 

como 0(0^)€ P => h* -6<S-2) =* h = ± 6 
P: (x-é) 2 =<í(y-2) 

P: U+6) 2 •= 6f y “ 2) 

i ó Dados el foco F(-5,-J) y b directriz O I J: t+ y - 2 - ü Obtener la ecuación 
de la parábola y sus elementos. 

Soluckw* 



Sea Pfr,*) el punió gcndricti de la parábola, luego por definición de parábola 
$e tiene: 
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tííF.P) = d(F.M] 


i 


(jt+ 5} +íy+ir = 


2 j x t y - 2 | 


vi 


(4t+S) +0 +1)* - — 1 “ — — 


desarroll-uido y simplificando se ñeñe. 

x 1 + y" -2.n+24 .í 4 8y f 4B«0 Lpie es la ecuación do la parábola. Ahora 
encontramos sus elementos: 

* 

el eje de Li puráboLi e,s perpendicular a la directriz O'P y pasa por el toco 
(-5A) 


Luego L ! D'O =* juL, - — donde =-l 

jpíD £> 


Por ]o tanln mí .| - I , en tenues se tiene 


L a y +1 = 1 (a + Si osea / ( i r- y + 4 = o 


$u A t £ l n ir í ) 


x 4 y - 2 = 0 
a - > + 4 - U 


j=-“l 

* =* A{-U) 


E] vértice V es el punto medio del segmento FA entonces V(-3,1) 

Además P = d(F.V) = ^(-5^J) 2 +(- l-l) 1 = JÍ+4 = 2j2 
í.R - j 4f¡ | = fty'2 lado recio. 

Demostrar que el ángulo formado por dos la rigentes de la pura hola v 2 - 4/»\. 
es la tpitímI del ángulo formado por los radios ved Ores de los plintos de 
contacto 


Solución 



La pendiente de L t en el punto F, (-Cj,>¡) es; mL¡ = 

. 2 p 

t pendiente de L 2 en el pimío Vi) es mL . = - 

v 3 


2P 

y\ 


2p 2 p 


Luego igíJ = 


vi L, - mL- j| yj 


I + mL¡ Jnl^ 4j¡j- 

yi?2 


««= 


calculando la pendiente de los radios vectores, 


inpp = --— 
1 *i - P 


,n m = 




*i ~ P 

y\ 


yi 


igrj = 


m 7f i ~ m m jf| - p x 2 -p = yiúi - f >-u 2 (y¡ -ñ 

>i ya (xj -PK*i “f)+J’ iJVí 


i+nt m M ^ i+ 


Ui -F){x ; - P) 


yí yí 

liuho Xt = — y Xj = se nene: 
4P * 4P 


ls«= 


vag-n-ya^-p) 




(simplificar ejercicio) 


(1) 
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tgff- 


f£ÍZLlZil-7 2 p C v i-.yiJ 

,vi >'¡^4^' >i y i 


■■ 2 igO 


- - tg £1 = ^ tg 

Demostrar que las tangentes en los evirrmos dt La cuerda ftjcal de una 
parábola, perpendicular a su eje. se cortan sohie La directriz de tu parábola 

Solución 

f oasiiicrcmos la ecuación de la parábola y - 4 p,i une trriifort'mis píira el 
caso en que p > 0. 



Lú CL’uadiViií ¡Je la cuerda que pasa por el foco fYp.üj perpendicular al efe o_s: ís-p 
Calculando I y tí que son lo* punios de intersección 

y 1 =4 p.r 

=* y = ±2p por lo uuiio L(p.2p) y Rfp,-2p) 


además ía ecuación de la directriz: * = ~p T como kt pendiente ríe La recia 
tangente L en un punto P y (a, , y t I de b parábola es; 


y i 
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Luego la pendiente de L¡ en el puiiin L(p,2p) es; 


. 2p 

mL ] - - I y la ecuación de L| es; 


L¡ ; x - y 4- jp =t 0 


La pendiente de ¿ 2 en el punto Ríp.-2pjes; 


mL, - - —— - — E v b ecuación de L, 

- -2p 


¿ i : j + y + p “ 0 


ahora coJlij lando b ifitcrsecctÓTi de jL l y se tiene; 


,í - y + p = 0 

jt + y + p = 0 


a = -/? 
> = 0 


es decir que la mleraeción de estas recias Unientes tila en l;i intersección de 
la directriz y el eje de lu parábola, 

íó) líallnr la ecuación de la parábola cuyo ludo recto es el .segmento entre los 
punios Lf3J) y KíX-3). 

Soludón 



LR = l4p| = B ^ 4p=8 v 4p = -S 
De donde p - 2 ei p =-2 

F(h + p.fe) = F13,1) =* h + p = 3 y le — 1 
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Para p-2, ti = 1 ^ V(LI ), (y-l) 2 = SCr-l) 

Para p~-2, ti^S V[5.1). íy-ír = -&U -5) 

Por lo tanto tas ecuaciones son; 

P: (y-i) 1 o P. =-Slx-S) 

\1) Del punte i P(-IJ) sí: traban do$ tangentes a la pací hola v" — jr+4y + ó ~G,. 
Hallar el ángulo agudo formado por estas dos i anuentes. 

;>h tinción 

Sea L: y + 1 = tn(x + 1) La recta tunéenle a Ej parábola. 


Luego: 


P: y~ + 4y - r+ 6 - II 

L: y = mx + m~l 


.,4D 


de l;i ecuación (2) se tiene; 


a = 


v + 1 - m 


tu 


leeinpl ¡izando en lu ecuación < J) se tiene; 


y 1 + 4 y - ———— + 6 = 0, de donde 
m 


my ‘ +(4m - l)y + Im - J - 0 


-(4«i -1)i -1) 2 -4m(7w-J) 


2fti 


mediante ta condición de tangencia se tiene: 


{4iw—1) -4 *i(7m- 1) = 0. simplilkando 


I2f«' + 4nr-l = í>, faetnrlzando (2rc; +■ ] )(6m - I i = O, de donde 


1 I 

m — -ym= , por lo larUo las ecuaciones son: 

2 6 
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y -1 = - - í-v +1| 


y l 2 ' 


y+) 


= v í 1 + 5 > 
6 


Sea Ó = ¿í (L_ t L- ) entonces; 





íhL¿ - Pír¿..| 


1 + wL y mL z 


4 

6 

n 

12 




8 

11 


; - C” r) 

ü 2 


0 = irctgf 8 ) = 3Ñ&“2' 
11 


7.8. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 

I) I Pillar la ecuación ile la parábala, si se dan su fuco l : ( 2.-l) y la dirtuli i¿ 

x - y - 1 .a O. 

Kpta. jc “ + 2jt>' + y “ - foj 4 2y 4 9 = 0 

2} Hallar k ecuación de la puiibuk cuyo eje seu paralelo al eje X y que pose por 
! os. punios (3 JX (6*5> y (6.-3). 


Kpta. v" - 2y-4jr + 9 = 0 
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3) IíllILj] lu ecuación de Li parábola que tiene el vértice en Vj-2,1) y cuyos 
extremos del ládk i recto son (Ü,Ü) y (-4,0). 

Ilpta, (y + 2) 2 --Hy-Í) 

4) Hallar la ecuación de Ea parábola de eje horizontal, con foco en F<-2,3} y 
véf liee sobre tu iocUi L: 5x - 2y = 4. 

Rpta. (y-3) 2 .-lóCr-2> 

9 

5) Determinar la ecuación de la parábola de eje horizontal tuyo vértice es (1,3) y 
cuyo foco está ¿ubre la recta 2\ + 3y - 6 = 0, 

Rpta, y 1 - úy + lOx - I - U 

6j El vértice de una parábola P es V(-3J>, su directriz es ponida a la i?cta 
3x + 4y s G. y uno de los extraños de sy Jado recto es (6.3). Hallar su 
ecuación de la parábola. 

7) Hallar 1 :l ecuación de la parábola que pasa por el punto A<7,5), tuya 

directr u es L; 2x - y + I = 0 y la Iingente en el vértice es : 2.r - y - 4 = 0 . 

Rpta. x 2 + 4xy + 4 v 2 - 94j- SSy + 809 - 0 

B) Dado el vénice de una parábola A(6,-3) y la ecuación de la directriz 

3x - 5y + 1=0. Hallar d foco Fde eslu parábola. 

Rptii. 1^,-8) 

9) Hallar la ecuación de una parábola de vértice en el origen de coordenadas y 
foco F(2,2) y la ecuación de su directriz 

Rpta. x ~ + y" - 2ary - lúa - 1 6y = 0 , x + y + 4 = Ü 

í 0) Hallar la ecuación de una parábola de eje paralelo al eje X y que pasa por !o& 
puntos A(2,1 ) T C(-ó,-7). 

Hpta. y 1 + &*-2y -15 = 0 


+■ 
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Hallar Ju ecuación de una parábola de eje paralelo al eje Y y que pasa pui lus 
punios A(0,3), 13(3.4) y CÍ4.1) 

RpU*. 5x 2 -14jr-3y + 9 = 0 

Hallar la ecuación de una parábola de eje focal paralelo itl eje V, vértice 
V(2.-l) y pasa |>or lu punto P(4.Q) 

Rpta. j 2 -4.r-4y-0 

Hallar 3a ecuación de te recta que es tangente a la parábola y' = ÍÍ.t t y paralela 
a la recta 2x + 2y - 3 - O. 

Rpra. x + y + 2 = 0 

Hallar la ecuación de te parábola cuyo lado recto es ti segmente* entre lus 

puMús Lt|3,5) y R(3,-3). 

Itpla. (>-lV=B(t-i) o (>-!)" =-£{* 5) 

Hallar lu ecuación de lu parábola de eje horizontal con fuco en F(-2,3) y vértice 
sobre la recta L 5x - 2y=4- 

Rpta. {y -31" = -16(jc - 2) 

Hallar la ecuación de tu circunferencia que pasa p».ir el vértice y los extremos 
del lado recto de lu parábola j 2 - 4 r + 2 y + 9 = IJ . 

Rpta. jr ¿ + y 2 - x + 2y - I - Q 

Hallar la ecuación de La parábola con vértice sobre La recta JLj i r 4 Jy 11 = 0 , 
sobre J.i : 3 r-2> + 29-0 y directriz el eje Y. 

Rpta. (jr+7) 1 =8(y~Z) 

Hallar la ecuación de la ícela que pasa por el vértice de lu parábola 

7 

.V -ÓÍ7.T -i)y + 9 -1=0 y ex paralela a la cuerda focal 6x + y = 9, 


Rpla. *x + y - 27 = Q 


19) Dado el lado recto LR 4 un punió QMv2) de la parábola, calcular sil 
rcicve ion sabiendo que ti eje es paule h ül eje y que el vértice c>iá sobre la 
recta x = 3. 

Rpla. y 7, —Ay + 4.*-8 -0, y ¿ +-4j + !2y4-24 = 0 

20) Una parábola tiene eonui eje focal ala iecLa x + y + 1 = ü su vértice tiene 
abscisa 1 y su directrii pasa por el origen de coordenadas. 

Hallar la ecuación de dicha parábola y su inteisección oon la diagonal del 
segundo cuadrante 

fl 

21) Dido el vértice V[4.-2) de una parábola y la ecuación de su directriz; 
3 k 5y+ 12 - 0. i lallar el focn de esta parábola 

Rpla, F(7,-7) 

22) Una parábola posa por los punios A(5,-3), B( 1.3) y su tangente e.n el vértice es 
la recia y + 5 = 0. Hallar la ecuación de la parábola 

Kpta. r új - 2y-1 = 0 o * 2 -22*-18y + 31 *0 

23) El eje de um parábola es la recia L: k + 'y - 16 = 0, si el faenes el pauto 
]-T-1,C>, y el vértice es V{í>,d) 5 encontrar c y J. lu ecuación de la parábola 

Rpta, jr + 4y ? +4xy + 84 y +1 Ib = 0 

24) Dado el vértice de una parábola A(-2,-1) y la ecuación de su directriz 
k + 2y - I = 0. Hallar la ecuación de está parábola. 

Rpta. 4.r” 4_xy t y‘ + 32x + 34 y + B9 = 0 

25) Hallar la ecuación de h rccLaque es tangenle a la parábola y " -- (U y paralela 
a la recta 2* + 2y-3 = 0 l . 

Rpta. x + y + 2 = ü 

26) Hallar la ecuación de la parábola cuyu vértice está sobre la recta 2y ~ 3* - U, 
que su eje sea paralelo al eje de coordenadas X, y que pase por los punios (3,6) 
y (6,-1) 

Rpla. y 1 - úv~4« + 1.7-0. 1 i y 1 -9By- 1081+539 =0 
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27) Hallar la ecuación de la parábola cuyo lado recio mide ó unidades, de directriz, 
y + 3 = 0 y foco sobre L; 2\ - y + 1 = U. 

Rpla. (x + -) : -6( j y+-) 

2 2 

23) Hallar la ecuación de la parábola que pasa por ltw¿ puntos P(2,7j y Q{7,-3) y 
cuya tangente a v es la recta x + 2 = 0, 

Rpta. (v-3) 2 =4 {jt+ 2) o (y-27) 2 ~ \W* + 2> 

29J Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el vértice y los extremos 
del lado recto de h parábola y 1 -4x + 2y + 9 = (.1. 

Rpfci. x 1 +y 2 -x+2y-l -0 

30) Dado d fuco F(0,0) y la directriz D' D: x+ y + 4=0. Hallar la ecuación de la 
parábola y sus ciernen los. 

Rpla. x’ 2xy+j^-Sr-fiy-ló^n* l f R - Arjl 
Eje Y * * t V(-l.-l) 

31) Lu ecuación z-ay £ +tv + c, con a,b y c, constables reales, a 4 0, es lia 

ecuación de una parábola que pssa pot el punto {2,1} y su recia tangente en 
dicho punto licué pendiente -I, e intercepta o su eje foca! en un punto de 
abscisa -1, gráficar dicha parábola iiidtcuiidu vértice, foco y directriz. 

32) La recia x + 4 = 0 es la directriz de una parábola que pasa por Luí puntos 
A(6.6|, B( i ,4) Hallar la ecuación de la parábola 

Rptji. y 2 -4x - 12 - 0 n y 2 - 20.r + 8 y + 36 = 0 

33) Hallar la ecuación de la parábola de eje vertical, vértice V(3J) y con la meta 
de longitud 8. 

Rpta. x ~ új &v +17 = G ¡i r' —Ójr + Sy + I - 0 
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34 ) Hallar h ecuación de h paríbola de directriz y = ~2 y cuerda normal que une 
los punios (0,2) y (ÍL2). 

Rptíu a 2 16 = 0 

35) Una parábola de eje vertical pasa por los pimíos A(IUG), B{2,2) y C{-4,20). 
Hallar la ecuación de la tan Gente en el punió C. 

Rptfln 9x + y + 16 = 0 

36) Hallar la ecuación de la láncente a la parábola y 2 -I2x-2y + 1-0 que sea 
paralela a la recia - 2y + 32 - 0. además, calcular la distancia entre las dos 
rectas, 

Itpta, 3* - 2¡jf + 6 = 0* d = 2-/Í3 

37) Hallar la ecuación de la tángeme a la parábola y ¿ = Sur perpendicular a la recia 
x + 2y - 5 = 0. 

KpUi 2x - y + l - 0 

38) La normal en el punto J'(-l19) ele una parábola es la recta s - 3y - 56 = f) y 
el eje focal esta sijbrc la recia x + y + 4 = 0. Hallar la ecuación de la parábola 

Rpia. a " + 2xy + y 3 - Ex + 24 > + 4S - 0 

39) El foco de una parábola es el punto ¡ : (4.l) y la directriz es L: x + y 17 = 0 
Hallar el vértice V y b ecuación de la parábola 

Rpta. V(7.4), P : x 2 + y 2 +1 Bx + 3Qy-2xy - 255 = 0 

40) Hallar la ecuación de la recta que es tangente a la parábola x~ = 16y y 
perpendicular a la recta 2x4 4 y 4 7 ^0, 

Rpta. 2x-y-ló = G 

41> Trazar una la rigente a la parábola y* = I2.r . que sea paralela a la recta 
3x - 2y 4 30 = 0 y calcular la disiancm emre este tangente y la recta dada. 

Rpta. ií — 2^13 
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42] Hallar h ecuación de la puiabóla de eje paralelo ni eje Y. que pasa per los 
punios: AÍ-2,-1) y B(2,3) y cuyo lado recto mide 4 unidades. 

Rpta. (xr-2)” = —4fv-3) n (x+}} 2 = 4(y +1) 

43) Si Pf-2,-4) es el punto medro de una cuerda de la parábola 
P\ y 2 + 6x +10 r 119=0 . Hallar la ecuación de dicha Cuerda 

Kpte. L: 3x + y 4 10 = 0 

44} Hallar la ecuación de la necLi que pasa por el foco de la parábola 

Ir’ 12 r 4 2y +1' ■ 0, y tiene pendiente igual ¡í Iíi longitud del ladn recto 

Rpta, 2* - 3y-9 =0 

45) Derermiruar el ángulo que forma si las tangentes trazadas a la parábola x 3 - By 
tra/ada> desde el punió F(-2,-4). 

Rpta. 0 = arctg 3. 

46) Hallar la mínima distancia entré tos puntos de la parábola y 2 “ x-l, y de la 

x , 

recia y = — 4 3. 

47) Hallar la ecuación de Ijk tangenies trazadas del punto (2.-4) a la parábola 
x 1 -6x—4y+ 17 = U . 

Rpia. 2x^y = S, 3x + y-2 = G 

48) Hallar en la parábola y 4 = 64r* el punto M más próximo a la recta 
4x 4 3y - 14 = 0, y calcular la distancia dd punto M a esta recta. 

Kpt* M(9,-24), ti = íO 

49) Hallar las ecuaciones de las tangentes a la parábola y" = 3ór, trazadas desde 
d punto A(2,9), 

Rpla. 3* -y + 3 = 0. 3x - 2y + 12 = Ü 
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50) Desde eS pumo A(5.9l se han trazado tangentes a la parábola y 3 -5a r Hallar 
la ecuación de la cnerda que une los punir* de contacto 

Rplu. 5x-18y + 25 = 0 

53) Una parábola de eje horizontal pasa por los punios A(4,5), I3(-2.-l> y C(4,-3) 
Hallar la ecuación de la cuerda focal paralela a la recta L: 3i + 2y - 8 

Rplu, óx + 4y + 17 = 0 

i 

52) Hallar la ecuación de la recta que pasa por el foco de la parábola 

3j" 12x + 2 y + 15= 0 , y tiene pendiente íuoal a hi longitud del Lado recto. 

53) Hallar la ecuación de h tangente a Ja parábola con vértice en V(-2.1) y foco en 
F(2„4) y que es paralela a la recia x + 3y -8 = 0. 

Rpta. % + 3y = 0 

54) Una parábola rk vértice Vi'-2,3) tiene uno rk Jos extreman de su cuerda normal 
en N(-5J) y una lecta tangente a la parábola corta al eje focal en el punto 
Q(3 r -2). Hallar su ecuación y las coordenada^ de su toco. 

Rplu. jc 1 + 2xy + y 1 + tír - ÍÜy + 41=0, Ff-3,4) 


55) Dudo et vértice V(4,l) de una parábola y La ecuación de su directriz y + 1 = 0. 
calcular d radio focal del punto P de fe parábola si fe abscisa de P es igual a 

I2i 

Kplív 1Ü 


56) Encontrar en fe parábola y*-S*-2.V + I 7 - 0 un punto pura el cual. I* 
longitud de su radio focal es igual a 10, 

Rpiu~ (9,10) d (9, -fi) 

57) Hallar la ecuación de la recta que pasa po el extremo derecho del I R de la 
parábola: jU ü.i 2uv t9 4u=Ü T y „¡ue es perpendicular li Lj cueedu focal 


4x + 2y= II 


Kpta. x -■ 2y - 7 = 0 
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5S) I t dtar la ecuación de la parábola que pasa por el punto Al 5, LI) icnreodo como 
eje a la rcefe 4* - 3y + 9 = 0, y con vértice al punto V|3,7). 

ftptt. Iój* +9y 2 -24.xy + 7Z\ -54 y + 31 = 0 


59) Hallar las tangentes a las parábolas 1 2 -4y e y 2 = 4x, en cada uno de los 
pimtos de. intersección. 

Rpta, : x - 2y + 4 = 0 
L 2 : 2jt- y-4 = (1 

6()i Id eje de una parábola ex fe recta: ; x -2y + 4 = 0, su foco está en la recta: 

L-,\ x-2 - U. y mi vértice es V(4,4). Determinar Ja longitud del Lado recto y 
la ecuación de lu parábola, 

Rpla, LR^A-S. F: x" + 4y 3 -4xy +4Sx+4y-224 =0 
11 P: x" + 4 y" - + &Jr — I6y + 16 = 0 

61) Hulla: b ecuación de la tangente y normal a lia parábola y* 4.r t óy + l = 0 
en el punió A{7.3) 

Kpla, x - 3y + 2 = 0, 3x + y - 24 = 0 

62) Hallar el ángulo agudo de intersección de la circunferencia i 2 + y r = 5, y la 

parábola: x~ - 4 y - 4 0 en cualquiera de sus dos puntos de intersección. 

RpLn. 63*26' 


63) 


Hallar ta tángeme a la parábola y 2 2x + 2 y + 3 = 0 que es perpendicular a la 
recia 2x + y + 7 = Ü, 

Kptii. x - 2y- I =0 


64) Hallar lúa ecuaciones de fes tangentes a la parábola y 2 =4jt, que xeun 
paralelas y perpendiculares a la recta y = x. 

Rpt:i. x - y + I - 0, % + y + l = 0 
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Detur mi liar la ecuación de 3a parábola si se conoce su Foco F(2,I) y su 
directriz L' * y - l = U. 

Sea Ffq,-I ] d puiUü medro de una cuerda de una parábola con vértice sobre la 
recta 3* - 2y - 19 - 0 foco sobre la recia k + 4y - 0 y directriz x-2. 

La directriz de una parábola es L: 3x - 4y + 5 - 0 y su foco es d punto 
l(6,Zí I (aliar la ecuación de la parábola y la distancia dd vértice a la directriz. 

El cable de un punto coleante se sostiene en dos torres de I5m de allurü y la 
distancia entre ellas e¿ de 120 ni, si el punto más bajo dd cable dista 3m del 
piso deí punto. Hallar la aliura de la barra que está a .K)m. a la derecha dd 
punto más bajo dd cable. 

Dada, la ecuación de la parábola y' - 4 6x . 

a) Ciraficar dicha parábola. 

b) Señalar las un i de nadas del foco F, dd vértice V. 

c) Halle la ecuación y construir Ja directriz, 
di) Halle la c&cejitrkidud. 

Dado el vértice V(<3,2) y el foco F{3L4) de una parábola. Halle la ecuación de ia 
parábola y de su directriz. 

Rpta. 4jc J +9y- -I2.cy-I32jt-I40y +244=0 

El vértice de una parábola es un punto V(5,-2| y su directriz la recta 
L: Os - 5y - I2 = 0. Hallar la ecuación de la parábola. 

Una recta L es tangente a una parábola en d pumo P, si L coila el eje de 
sime Irla de la parábola en el punto A. y si F es el foco, demostrar que él 
triángulo AFP es isóscetes. 

Haliar la ecuación de la parábola cuyo vértice es el punto V{ 7.2) y su directriz 
la recta L: 2* y + I = 0 


74) Encontrar una ecuación del! circulo que pasa |K>r it vértice y lus puntos 
entremos del lado recio de la parábola x 2 - -Sy, 

75] Una parábola cuyo vértice esta en el origen y cuyo eje coincide con el eje X 
pasa por el pumo (-2,4). Hallar la ecuación de la parábola, las coordenadas de 
foco y la ecuación de la directriz. 

Rpta. y 1 = -B*. F{ 2,G) t D. x = 2 

26) Hallar la ecuación de la parábola cuyo vértice es el origen sabiendo que su 
h muí ría respecto al eje V, que pasa porrl punto AÍ-L-ÉI) 

Rpta. x 2 + 2y ~ 0 

27) Una pwábok pan por el punto P(4,-2) y Qí-2.4) su tangente es V es la reclu 
y 4 4 = 0. Hallar su criación. 

Rpta, ^ * (.v-2) J = 2(y + 4), P > 2 : (jt-lOj 2 = lE(y + 4) 

7£) Hallar la ecuación ric la parábola de eje horizontal, con foco en I■< Z.J) y 
vértice sobre la recta L; 5x - 2y = 4. 

KpLu. (y-1)“ = -lb(jr— 2) 

79) Hallar la ecuación de la parábola con > értice sobre h recia. L, : i. + 3y + I t 
toco sobre L 2 i 2x - 2y + 29=0 y directriz et epe Y. 

Rpta. {x+lf = 3íy-2) 

d0) Hallar la ecuación de la parábola cuyo lado recto mide 6 unidades, de directriz 
y + 3 = Q y Foco sobre la recta L. 2s - y + l = 0. 

JÉ ”S 

Kptn. (*+ t) 1 »6{y+-) T (x I-)'= 6(v +-) 

2 2 2 2 

¡i!) Una parábola de eje horizontal pasa por tos puntos A(4.5). B(-2,-l) y Q4,-3), 
Imllar la ecuación de La cuerda Frcal paralela a la recta L" 2\ + 2y = 8. 

Rpta. 6 k + 4y + 17 - 0 
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82) Hallar lü ecuación de li recia que pasa por el toco de la parábola 
,1i' - I2x + 2y+ I5”0 y lienc pendiente igual a la longitud del lado recio. 

tt|llu T 2x-3y-9 = Ü 

33] Hatl.iT la ecuación de 3ú Uinpeule y normal a la par abóla y" 4.^4 6 v+l =0 
en el paito P(7.3), 

Kpía, jí - 3y + 2 = O, }x + y - 24 - O 

S4) Hallar la ecuación de Ea recta tangente a la parábola > |3 -2jr+ Zjr + 3 - EJ que 
es perpendicular a 2\ + y + 7 = 0. 

Rpia. * - 2y - l - 0 

35) Hallar las ecuaciones tic las langenres trizadas desde el punto P( 1.4) a la 
parábola y" + 3-r -6y + 9*0. 

Rptu. * + 2y—9 = 0* 3ji-2y + 5 = G 
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CAPITULO VIII 


8. ELIPSE.- 

H.L DEFINICION,- Una elipse L es el lugar geométrico de un punió que se 

mueve en l;i plano con la propiedad que Ij suma de sus 
distancias de dos puntos fijtwi de ese plano, es igual íi una constante, que es 
mayor a h distancia entre los dos pumos fijos, 

l á k¡ punios* lijos se llaman líteos. 

Es decir: si F t y F z son lo* puntos fijos del plano entonces: 

E f F(x. y)cR 2 fd{P, F ¡) + d{ P t F 2 ) = 2a\ 
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8.2. ELEMENTOS de la elipse.- 



1) Los focos y j y F¿ que son Jos pumos fijos. 

2) Eje foca! = recta que pasa por los tocos 

3) Lns puntos V, y en donde el tfe foca] corta a la elipse, se llaman vértices. 

4) El punto medio M entro ¡os fucos, se llarmi centro de la elipse. 

5) La recta L' que pasa por M y es perpendicular al eje focal &t llama eje normal 

G) El segmento V,V : - 2n , es llamado eje mayor de la elipse 

7) El segmento j7¡ H , - 2b , es llamado eje menor de hi elipse. 

6) E3 segmento EP se llama cuerda focal. 

9) Fjos segmentos LR y L' R‘ qué pasan pos el füeu se llama lado recto. 

10) EL segmento 77/ que pasa por d centro de la elipse se [lama diámetro 

11) Los segmentos D D' y DD se llaman directrices y son perpendiculares al eje 
focal. 

12) Luí segmentos F¡Af' F F¿G se llaman radio focal 
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83 . FORMAS DE LA ECUACION DE LA ELIFSE,- 


ECVACION DE LA ELIPSE DE CENTRO EL ORIGEN V EJF FOC4I 
el eje X.- 

TEOREMA.- 

I 4i ecuación de la elipse de centro en el origen de coordenadas y eje focal el cié 
X estd tlado por: 



donde “¡T es la longitud del sema eje mayor, ‘V longitud del sema eje menor 
Los focos snn Eos puntos 7j (-c.0] y F 2 (r.ll). 

Ilronost ración 

De los datos del teorema la posición de La elipse ev 



Sea FfXyj G E un punto cualquiera de Íj elipse, entonces por definición de 
elipse se nene: 




F^+éiP. Fijóla 

-Di 

de donde 


\x+€) 2 + y* 

... 12) 



j(x-c\ 2 + y 1 
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dhüiu reerpphziUKlü (2} tu (1) se tiene 
\,(r+i:> 2 + >' 2 +■ -<¡(x-c) 2 + y 1 = 2ei 

Jor+c*) 3 + y l =2a- ^(x-q) 1 +■ y “ 
elevando al cuadrado ambos miembro se tiene: 


(.efe)" 4 v* = 4u 4a - ( : [jl t r )’ + v 4 (jc— e) 2 + v* 


i f * 

efee i liando operad unes y si mpl i Ñ c¡indo se l iene • ex - a - -a (jr - c) “ + y 


nuevamente elevando ai cuadrado sl? tiene: 


c .x 2 - 2a £ cx + a* - a ¿ í-v J - 2 ex + c í + y*) 


X ... I- i 


L s . . 2 


4 t ^ 2 V 1 

a -a e =(n' -c" )x~ + o' i 


2 


(a * - c~ )jr + a "y “ ’ íT ía -c 3 ) 


... (J> 


ahora como a > c 


a 2 >c 2 


rt“-r 2 >0 


de donde ir" -a~ c 3 que reemplazado en (3) se tiene: b~ \ ~ t-tí' v-* — a~h~ 


por k> tarto: 


* 2 v 3 

£: “T +fr =1 

a 1 h- 


INOTA,- 

j* 2 v 2 

L] Los vértices de la elipse £: , + ; - 1 son V,(-nJ)) y IMtf.0) 

u- i-' 


2) Los extremos del eje menor son /í, (0,-6), B- : (0.6) 


31 


L.adoixcto ¡ U ~ 


26* 


u 


V 


4 i Excentricidad e — -<cl 

d 


h) Ijhs Íikiímv >) |-c,D] y /kír.Ü) 61 Ecuación de la directriz x ■ ± 


u 


c 
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2 a ECUACION DE LA ELIPSE PE CENTRO DEL ORIGEN Y EJE 
FOCAL EL EJE Y<- 

TEOREMA,- 

I.j ecuación de la elipse de ¿entro en el origen de coordenadas y eje focal el eje 
Y. está dado por: 



donde a” es la longitud drl semi eje mayor. 

‘ h es la longitud del semi eje menor 

Las coordenadas de los ñocos son F,iO.-n y Fí0.c) 

I tennis! ración 

De los datos del teorema la posición de lu elipse es 



Sea P{x h y) F E un punto cualquiera do b elipse, por Jo lanto por definición se 
tiene: 

( 1 ) 


r,F l ) + í¡{P.F 2 ) = 2a 


I É 9 





















rr 


de donde 


(fíP.Ft) ^ ,¡x 2 +(y+cy 


121 


ahora reemplazando (2) en (i > se tiene: 

^.r + iy + c) 1 + -jx 2 -ny- r*i j - 2a 

^+ty + cf *2a--,¡x 2 +(y-c\ 1 

elevando al cuadrado y simplificando se nene: cy-a 1 - —a^jx 1 + (y-c) 


nuevamente elevando al cuadrado y simplificando 


a V +(a J -c 1 )? 1 =a*{<t 2 -c 1 ) 


- (3) 


como a>c =)» o " >e 2 


« 1 - c >0, de donde 


1.2 , , 2 . 2 _„ 2,3 


NOTA. 

I) 

2í 

d) 

5) 

6 ) 


£> " - n * —c ■ , que reemplazando en (1) se tiene: o x‘ l ¿"y ‘ r = a 'b 

x 1 y 1 

por lo tanto: E: —r- + - ^ = I 

6' £¡* 


r 1 )!* 

Los vértices de h elipse E —* + —r -1 son V, (0,-ti) y V¿ 

b~ a' 


I jwí ex,tremí ik del eje menor í í/J)]. ¿> i ib. 

I jos ftcos Fj |0, í:) , é'ifÜ.r) . 


Excentricidad e » — < I 
a 

1 


I judo roclo LR 


7b' 


n 


ecuación de la directriz ? = ± 
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3* 


ECUACION DE LA ELIPSE DE CENTRO EL PUNTO C(h p ii) Y FJE 
FOCAL PARALELO AL EJE X.* 

TEOREMA.- 

La ecuación de h elipse de centro el punto CTh.JÚ y eje focal paralelo al eje X. 
está dado por 

p , U-íif ( y-kr . 

c ' J + ,—1 

a^ _ b' 

donde los vértices son V t (k-aJ E) y V z (k+a,k) y los focos los puntos 
F x {k-Crk} y F 2 \h + l- p i), 

Demnst radón 

Ete los datos del teorema, la posición de h elipse es 



Sea P(5,y> t i un punto euulLiuiera de la cLipse, entonces por definición de 
elipse he tiene 

d{P:F l \ + d{P>F z ) = 2a ... (t) 


de donde. 


<¡0'.^)- ¡(U-hUc) 1 Hy-tf 
f¡) = +(y -ü J 


ahora reemplazando f2) en ( U se tiene: 


... m 
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^/{I> - AJ+í) 2 + fy-£) 2 + -,/((*-A) + {y-k) 2 = la 

t/(Cx“A)+c) 2 l-(y-k) 1 = 2a-*j((x - ft) - r) 1 + (y-A) 2 
elevando íil cuadrado ambo; miembros se tiene: 

Íft-A)+C) 2 +(y-A) : =4d--4 ÍJ ^-ft)-c) 2 +í^-Jt) 2 +((* A)-c) 2 +(v Jt)“ 
c( x - h)-n 11 = - /i)- c) 1 +(y - i) 2 

f (\Í r H ¥ í i 3 - A l A 

nueva mente elevando ¿ü cuadrado se- tiene: 


r ¿ í x - /i)" - 2fl - c(jf- ir) + a i = n“ [.(>- ir ^ - 2c(j: - Al + c z + (>■ -Jt) 1 J 




í3l 


como a > c =* a 2 > e 2 


“3 -A 

ú~ t r " O t de donde 


£■' = íi ‘ - c 2 , reemplazando en (3) su tiene: b “ fjr - h) 2 + n 1 (y - jfe) i a ¿ b 2 
por lu tenlo: B: 

fl A 

NÜTA.- 

U Los vértices de la elipse E: * ' =1 son los puntos 

a" b m 

V^h-a.k), Kj(A+d,Jt), 

2) Los extremos det eje menor son £¡ ( (A, A - A), íA, A + b ). 


3) Los focos F| (h c, A), ^{A + c, Jk) 


4) 


l ado recio /.fí ~ 


2A' 


u 


5) Exceniricidad c = <1 

o 


íi 


6) ccuadün do la directriz v-h- -** . 

c 
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4" ECUACION DE LA ELIPSE DE CENTRO EL PUNTO C(h t kJ Y EJE 
FOCAL PARALELO AL LÍE Y\* 

TEOREMA»* 

La collación de la elipse de centro el punió C(h.k) y eje paralelo al ojo Y, está 
dado por' 

í; <£T^Í + MÍm 


donde a” es la longitud del, rcmi-eje mayor y ‘'h' 1 es la longitud del ^enri eje 
menor, y los puntos fijos son F { (A, k -c> , b\(h, Ate). 

Demos trac ion 

F>f los íiílos del teorema, la posición de la elipse es: 



Sea P(x,y) £ E un punió cualquiera de la elipse, entonces por definición de 
elipse se tiene: 

d(P,F l ) + d(P.F 1 ) = 2a ...ü) 


de donde: 


d\f. ) - i(x-h) 2 + ((>-*) + c) 2 
d{ r, b 2 ) = ,/t x-h} 2 + ((y- Ai - cf 


**. ( 2 > 
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reemplazando en (2] en (1) se Uenc: 


+{(y-k)-€)~ +-.¡(x^h)~ +ay-k)-r.y - 2a 

elevando al cuadrado ambos miembros: 

(jt-í*) 2 +(Cy”*>+c) J =4a 2 -4 a-fa-h} 1 +(' iy-k)-c }* +((y^í)-¿ 1 

simplificando se tiene: = -a^ix-h) 1 f ((y-k) e)~ 

nuevamente «levando al cuadrado ambos miembro*. 

c 2 (y-kf -2ír{}'~k) + a* ^a z {x-hy +<r(y~ky -2cB 2 (y-¿)+fl V 


d^jr-A^+ío^^X-V -*) 3 =a 3 (¿r 2 “C 3 ) 


>. í3| 


como a>c 




o : -o 2 >0, de donde 


b l =a l - f 2 „ que reemplazandn en (3| mí tiene: 

#■ 

a 2 (x A)- Mr(>-Jt)* = uV 
por lo lamo: 






nota.- 

i) 

2} 

y> 


41 


/ í 2 í i i. 2 

Los vértices de lo elipse E: J , -4 - - ■ - = 1 son r t (Jí, ifr -*) 

b* u- 

V^h.k+ú). 

Los focos son F x (h, k -c] > F\(h,k + c|. 

Los extremos de] eje menor son: 0, {A - h , t¡ j , fl 2 (A + A A J 

26 3 


Lado recto IJt ~ 


SI 


r 


Lá excentricidad c = el. 

íj 


La ecuación de la directriz v■ ■ k ± —<. 

c 
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8.4. 


ECUACION GENERAL 1)E LA KL1PSE.- 


La ecuación de segundo grado en las variables X e y i^ue carezca del termino en 
ay es expresado en la forma 


Ai + B) ' + Cx 4 Dy + E ~ fl Tlí f| y 

I^i ecuación (l) représenla u una elipse st y solo si los coeficientes A y B tienen 
el mismo signo entonces en este caso la ecuación. 

At 2 4 Bv~ + Cx + Dy + t =0 


es la forma general de Ja elipse. 


La ecuación general de La elipse Ax" LBy 2 +Cr+ Dy + £-0 se puede 
reducir a la fuiiría ordinaria de la elipse. 

Air + £fy + Cx + Dy = E 


Á(x~ + - x + ^—) + S{y 3 + — y + ^ 


4/1 


0 


4tf J 


-) - -E + — +- 

4A AS 


^ A D^ABE 
24 2B 44fl 


C ■* í) 5 
{■«+„-) ÍJP4—) 3 


24 


20 


¿ÍC-+AP 2 -4A0É 


fl 


44 "i? 3 


Seu .Vi = 


BC 1 + AD 2 - 4ABE 

T 1- 

44 " Í1 “ 


(í+|^) 5 <j'+“> 2 

de donde -¿2— +-£2— = jtf 

B A 


■"é>\í 4 íl„ 


flAÍ 


AW 


t|u.e es la ecuación ordinaria de la elipse 
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8.S. TANGENTE A UNA ELIPSE.- 


A) TEOREMA- 

v 1 

La ecuaeirtn. de b recta tangente a la elipse E = 1, en 

íf" h‘ 

cualquier punto /' 0 ( x 0 ,\ l¡ ) de la elipse, tiene por ecuación; 


A'j l x+ü 2 y l >f=sü 1 ¿' 


Demiist ra liijh 



Ij, pendbnle de la recia secante que pasa por los puntos P f , {.c n , y,-,) y 
PiU| fc y s ) es: 


r/iL, 


Jl ~ >q 
x l J o 


+ B + 


( 1 ) 


como P ft (x 0 . v’o), P\ (j|. V|) G E. entonces se tiene: 


* L Vj t y 0 

—V + —— - J; , + = I P restando se nene: 

a 1 b 1 a 1 b~ 


-t(>? - >o i - i x t - *q) 

b íí ‘ 


b~ 

O*. “ Au >' V] + >o) = —r í x i - -foK jí| + 'o * 

a 2 
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--(2) 


?] - /ó -V (A, +x 0 ) 
J i -J o “’í/l+Jo) 


reemplazando (2) en f 11 se tiene: mL f = 


+ jr 0 > 
^"<>1 +>A> 


La pendiente de L s se transforma en ta pendiente de í 

-b 1 ** 


Xj = jr D y y, = v 0 es decir: mL t 


<*'7a 


Luego: V j-y 0 = - { X -x q } 

«"Jfo 


B} TEOREMA.' 

l-as ecuaciones de las Tangentes de pendiente m a 
£: ¿J-V + tí" y" = ¿r~A' Eim L, : y = mr + Jd z >r +A : 

Dcinujstración 

Las tange mies de pendiente m tiene por ecuación 

L t : y — mt + jt 
donde k es uiia ce instante por ticte mi: na rsc 
ahora reemplazando y = + k en la elipse 

b*x ¿ + a 1 fmur + k) 2 = a 2 b : 

U i “flt 2 +b z )x 2 + 2« 'mkx 4 .i 2 tt 2 - a 1 ti 1 = 0 

-2a 2 «i* ±n/4d 2 m 2 ¿ 2 -nV) 

2Ííi^íi 2 +¿ 2 ) 


,, cuando 


hi elipse 
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V 


mediante la condición de tangencia se tiene 
- Ma m 2 + 6 2 )(u V- ti l b-) = Q 
a 2 m ? k 2 -(íj 2 nr ' -£" ) = 0 

í" = ú'flr +K ^ k = ±rjú~m~ +b* 
k = +‘Ja 2 tn 2 Hr¿ 2 

reemplazando (2) en (1) se tiene; L f : > = ra ± -Ju 1 m 1 +6 1 

8.6. EJERCICIOS DESARROLLADOS,* 

1) Urna elipse es tangente a urna circunferencia rfe tal manera que sus focos se 
encuentran también subre la drcunferendu. ¿Cuál l;s Ij excentricidad de l:i 
elipse?. 

Sij Ilición 



Líe las condiciones, del problema se tiene Li relación siguiente: r - e ^ b 1 
además a“-h ¿ +c L => a*-le 2 además la excentricidad = 
c c í 

a \¡2c -J5 

J* = — 


2?S 


2Í En la elipse de ecuación 25.r" + I6y“ = 400. Hallar el perímetro del triangulo 

FF'Í 7 , siendo J : y f* los focos y P un punto cualquiera distinto de tus 
vértice», 

Suluciiiij 

, , X * y 2 

Como 25X 1 +I6y“ =400 => + ' =1 

ló 25 

de donde «“=25. b 1 - 16, a = 5. b = 4 
Como c 5 = a 2 -b' - 25 16 = 9 => u - 3 



El perímetro dd á F'FF es d(F'. P)+ tl(F t P) + tl(F, F}= P 
fiero cl(F' . P)i íi{F , Z 1 ) = 2ü por definición de elipse 
d{F\ F ¡i - 2 r distncta focal 
Luego perímetro = 2u + 2e como a - 5 y c ^ .V 
P = JO+ 6 =15 unidades 

3) Hallar la ecuación de b elipse cuyos ejes sean las rectas 2x + y = 3, 
x - 2y = 0, teniendo los semiejes una longitud respectiva de I y 3, 
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j" y 

La ecuación de la elipse ti: —y+^-y ■ 

x' 2 l' 2 

- + ¿ - 3T l 

9 1 


de donde. 


j,=j t p.u)= i2r *r y ' 

-15 


y' = í/(P,L,) = 


\*-2y¡ 

V5 


reemplazando (2) en (L) se tiene 
1 Ix 1 +37 y 3 - 27xy -1 2x - by - .16 = 0 


(2x + >—l) 2 (x-ly) 1 , J 

: -+-= 1* de donde 

45 5 


4] Ilíjeos de una elipse son F 2 (-2-2) y ^(4.-2). Hallar la ecuación de la 
elipse si uno de sas vértices esta sobre la recia L: í - y - 8 = 0. 


Solución 


230 


Ue los datos del problema, la ecuación de l:a elipse es: 


r U-H ) 1 , (y-i)* , 

~a r ~ 

C(h,fc) es punLci medio de F¡ y F 2 es decir C(1. 2) 

V(h + a.fe)fe L: fi + a- k- S=»0 =* a = 5 

a'l'F^Fi) - 2c - 6 => c = 3, además c 2 =a-b' => b l -16 


5) 


A" V 

Si lj ecuación de la elipse es — 4 - T = 1 1 ¿Cuál es la distancia al cemrci de la 

a C 

Hipse de una cnerda ÁB paralela al eje mayur y cuya longitud es "a"?. 


Sea Se £ : 


Solución 






1 , fi , , , , : 3, i 

—4 - - = 1 p Je d onde tíf = - b => 

4 b 1 4 


a 



diO.M) = 


S 

2 


b 


2 81 



































ífallar la ecuación de !u elipse de cenLno (Q,U) eje focal sobre el eje X.. en la que 
el lado recto es visio desde el origen de coordenadas bajo un ángulo de 90°, si 
además se sabe que b = I. 

Solución 



* j^ü “l 

sea Un.m), K(n,-nYl, Luego IR =-= 2 m ==* b~ =■ um 

a 

peco 'j = I, entonces m - - , ademas m - n - - 

u a 


como L(njn) £ E 



\+\ = 1 =4 a * -íj“ —1 = 0 

¿i íí " 




J5+1 2 

’ puesto que a > 0 


E: — + ^- = l =* £: 2* 2 +(JS+l)!r =^5+1 

45+1 í 

2 


Hallar la ecuación de la elipse en la que 2n - -JS , 2b = 2 el eje focal en la 
recta x + y - 0, el eje menor en la recta \ - \ = Q r 


Solución 


KJ 



donde: x‘-d[ F, ^ -, y' -!* 1 1 I 

V2 v2 

reemplazando (2) en (I ¡ tenernos: E: 4(-) 2 + 5(— ^) 2 = 5 

V2' ñ 

simplificando se tiene; ■ £ 9 Jm - +0 v 2 - 2xy -10 - Q 

Hallar Ea ecuación de la elipse en la que el eje mayor sea n veces el LR_ 

S^ucióa 

además eie mayor = 2a k condición dd problema 


■■-(I) 
.. i2) 




2b- 


2a = n 


u 


ifr 3 


u 


de donde a 2 =nb 2 


(*-hy iy-kf 

como t; -- t —-— =■ 1 

a 1 b J 

. (x-h) 1 (y-t) 1 

^ m "~5 - h - T - “ 1 

vh l b 2 


2 SU 

































Q) Una elipse cuyos ejes focal y normal eslin sobre los ejes coordenados lie re dos 
rectas tangenles cuyas ecuaciones son:: 4Üs - 3-y - 50 « 0, 15 - 2y + 25 = 0- 
Hall¡u ui ecuación de dicha elipse. 

Solmián 



L¡ ; 15 c-2y 4 25 = 0. L t 40í-3y 50 = 0 

Las sr-clas láncenles a la elipse, pero la recia t.mjrenie a una eclipse es: 


^ 1 + 4 i=i 

a 1 b l 


Luego ¿¡ ; I5x - 2 y - -25 


L>: — x+ — y » L 
■ 5 25 


a 


_ 3 

1 5 

2 


3 a’ 


*1 " — 


?1 = 


25 


¿- 1 25 

Como /^(ji ,yi)c jéT 
además L : : 40 x - 3 y - 50 = Ü 


9a : 4i> 2 _ { 

25 + 625 


... (1) 


. 4 3 . 

L> á - — y I 
5 50 


2B4 


10 ) 


0>mn la recta úngeme err P(.i 0 , y 0 > es: x + y - I 


a 


b* 


Lmonces se tiene: 


*2 _ 4 
a T ~5 

>'3 


A 

50 


4 .i 


*2 - 


y a 


5 

3 ¿~ 
50 


como ^.jíJéí 


¿ + ■^ = 1 

a = A J 


Luego: 


J 6 a 3 96 1 

-+ - = 1 

25 2500 


9 a 1 4 b 2 
— + ■ I 

25 62 5 

Ifeí 3 9£ 2 


v 

a 2 = I 


100 


25 2500 


... m 


t* y 3 

■- £‘ -+í-=l 

too I 

x~ 2 v 2 

Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse + ' ' =l t tjue son 


paralelas a la recia 3x +2y +7*0. 


Snluchin 


Sea L: 3* + 2y + 7 - 0 y : 3x + 2y + A=0 
La recta láncente pedida porqué Lít L r 


V 2y‘ 


+ 

10 5 


-1 


3ur + 2y 4 Jt = fl 


x 3 4 4 J 1 =10 

L~*±*z 

.i 


•O) 

O) 


reemp layando (2) en (1) se tiene: 
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{— ———— ) ¿ -»-4y * = JO „ des arrollando leñemos: 40y J 4 4Jfcy + Jt 2 “90* 0 


-4* ±^\a r - \(?m 1 -90) 


SU 


mediante la condición de langencia se tiene 
L<Wt 3 — 160CJt 2 - 90) = 0 => k = ± 10 
Luego lias rectas tangen les son: 

1, ; 3jc+2y + lü~U, l 2 : 3j + 2>-IU^O 

S.7. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 

I) Los focos de una elipse son í 7 ,0,1} y F-(—|,L) Hallar h ecuación de la elipse 
sí uno de loa extremos del eje incitar csln en III recta x - 2y - 3 = Ü, 

Kptíi, x + 2y 3 - 2* - 4y - 5 - 0 


2j Los locos de una elipse están en las. recias 3s - 5y - 25 - U y 2\ + 3y + 1 - Ü. 
El eje focal es la recta x = 10. Hallar la ecuación de la elipse ú su eje menor 
mide iv 

Rpta. 2(r - 10) : +(y + 3j 2 = 32 

3) Hallar ki ecuación de la elipse cuyos ejes sean las rectas x + y —2=0, 
x y +■ 2 = 0, siendo los semiejes I y 4. 

Kptm I 7 jt j + 17 y 1 - 30 ry + 60* - 68 v + 36 - n 

4) Una elipse con eentio en el primer cuadran' : y sobre la tecla v = 2\ es 
tángeme a los ejes coordenados y pasa por el punto {2,2), Efallar la suma de los 
semiejes de la elipse que cumple con Sales condiciones. 

Itpta, u + b -r 15 
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5) 


Hallar la ecuación de la elipse con extremos dd eje menor en (-9,0) y |15 t 0] y 

3 

cuya excentricidad ca 


Upta, 


, -,-1 ■> 
ú* - 3)' + Y m 


144 211 


= I 


ó) I lallar la ecuación de la elipse cuyos friere y vértice coinciden con los focos y 
vórtices tic las parábolas P, y " + 4x - 12 = 0 y P a : y ¿ 4.x 12-0 

RpUu 5x*+9y l =45 


7) Los focus de una elipse son fj (-4+0) y F¿(-4,-4). Hallar la ecuación de la 
elipse si uno de los extremos del eje menor está en la recia L: 1c - y + 10 = Ü. 

Rpta. 2(i+4) 2 +4(y-lf=m 

'm Determinar les verdees del triángulo equilátero circunferí lo a la curva 

9x 2 + 4v 2 -36, subiendo que uno de los vértices está en él eje de las Y. y 
tiene ordenada positiva. 

M¿i. AÍIW2I), j0(3+n/7,—3), C(-3-W.-3). 


9) 


Hallar 3 ll ecuación de la elipse que satisface las siguientes condiciones: 
a) 

3 - ‘ 

Kpta, 5* 2 +9y 2 =45 


2 1 

C entro £ ’(O.U) loco en el eje X, f = - y pasa por el punto P(2,—) . 

3 3 


b) 


Vértices (0. ± 6J y pasa por P(3.2) 


Kpta. 32j^ I 9y 2 = 324 


c) Centro 0(2,4) y el foco F(5,4) y e “ 0-75 

Kpta. I* 1 + I6> Z 2Ex - 12Sy + 172 = 0 

d) Cenliu Q-3,A| un foco F(* l ,0) y es tángeme al eje Y 

Rpfn- 5 x 2 + 9y 2 + 3U,\ -0 
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c) Vértices V¡(-1,2), ló(-?,2) y longitud del eje menor 2 

Kpla. r"+9v" I flx 36 y + 43 = 0 

0 Vértices V, a-4) y Vjdft, e = | 

Rpta. 9x 2 + 5y 2 - L8.v - 20y-151=0 

10) Dtto-míiuu Ij distancia de la recia 4x + 'y - 12 = 0 al fono más cerceno a La 
ehpse 9y' +13*" -13 

Rpta. d-2 

11) Una elipse tiene su centro en (2(2,5). un extremo del eje menor en 3(4.5) y pasa 
por el punto Q(3 P 8). HelIIlii su ecuación 

Mpta. 3.x 2 t y 2 -12*-I0v +25-U 


12) I la llar la ecuación de la elipse que pasa por el punto P(l,5) y cuyos fucos son 

Fi(4.5) y Fj(AJ$ ■ 

Kpta, 4x 2 t 3y 2 -32 jc- ISjM-43 0 

13) Se tiene una elipse de semi eje menor "b 1+ y excentricidad . y una 

2 

circunferencia de radío "h”, si las dos curvas son enn céntricas Hallar el área de 
la región sombreada (área de la elipse alnt). 

, <2fi-3)nb* 

Rpla, A = --- 


14) Hallar la ecuación de La elipse que pasa por el punto P(-4,1) y cuyos focos son 

Rpta. 4(jr +1)" + 3(y-1) - = 48 

15) Calculai la longitud del eje focal de una elipse que pasa por P(Q,0l y Cuyos 
focas san F,(12,S} y F-> (-8,1 51 ¿Cuál es su ecuación? 

Kptu. 5 jt 2 + 5> : + 4 xy -óOx- lófiy = 0 


28 E 


Hallar la longitud del eje mayor de la elipse que pasa por .!'(1,5) y cuyos Focos 
so* 1 15„2> y Fn (-3,2) ¿Cuál es su ecuación4 


ttpta. 


2a = 10, 


(v-ir 

25 


+ 


(y-2) 2 

9 


N::Nar un punto sobre la eli[>se x ¿ + 3y - 38. tal que su distancia a la recia 
L 2x + 5y = 13^ sea mínima 

Hpta. l'(4,2) 


I Fna elipse pasa por punto P(4,-Í) y es tangencia a la recta L: x + 4y - [El = U. 
Hallar las ecuaciones de esta elipse:, si sus ejes coinciden con los ejes 
oonrdetiadüs- 


Rpta. 



80 5 


= I 


ó 


f +> '“ 
20 5 


I 


Los focos de una elipse están en las rectas: ¿ p : 3.i~5y + l2=0 y 

l 2 : 3s + 3y-ó«U, el eje focal es la recta x = ó, hallar la ecuación de la 
eltpsc sj ^ u c¡e mentir mirle ó unidades. 

Rpta. 25(r- ó) 2 +9(v- 2) 2 = 225 

KulEai la ecuación de la es.pve con centro en el origen eje local sobre el eje V 
paía por iP(3.-2 /ó) y la relación del Lado redo a la semi distancia focal es 3. 

ttpta. 36 í 2 + 27v 2 -TO 


J l;dlaF i a ecuación de la elipse con centro en el origen, distancia entre las 
directrices perpendiculares al eje X en - y Ia distancia focal es 12. 

Rpla. ló.r + 25y z = I6Ü0 

Se tiene una elipse tangen le ¡ti eje Y, Centro en Ja recta 4x - 5y = Q eje focal 
en La recta ) - 4, y pasa por [5,0). Hallar su ecuación, excentricidad y longitud 
del lado recto. 


Rpla Ióx" 4 25 v 2 — 1 (>0 r-200 v + 400 = 0 + LR=*~ 

5 5 




22) L45 recias s - y - 5 = O, es tange nLc a una elipse cuyos focos están en los 

puntos F i i 3 f 0) y Fjí/StO). Hallar la ecuación de esta elipse, 

y 2 

Kpía, — + —= 1 
17 3 

24} Determinar la ecuación de las Unge mes trazadas desde P( H. 2) a la elipse 
4x 2 +9y 2 = 36. 

Rpta. y + 2 — 0 , L¿: 32 jr- 55 y + I 4 Ú ^0 


25.) Hallar las ecuaciones de las tangentes a ¡a elipust 1 v~+4v"-~20, que son 
perpendiculares n la recta 2x 2y 13 = 0. 

Ilpta. x + y — 5 = O y x + y +■ 5 = O 

26) Trazar las tangentes a la elipse paralela a la tecla 4x - 2> + 2J = O, y calcular 
la distancia entre ellas 


Kpta- 2x - y - 12 = O, 2x - y + 12 = 0. ¿ 


24,-5 


271 Desdé el nuniu AL— se han trazado tangentes a la elipse ~—f —= 1, 

3 3 20 5 

I IjIIíjt sus ecuaciones. Ilpta. x + y — 5 — 0, x + 4y - 10 = O 

28) Hallar la ecuación de h elipse aún centro en el origen, eje focal en el eje Y> 

pasa por d pumo P< E,4} y la relación dd lado recio a la semi distancia 
focal es ^/2 . Hptii. 2 r“ 4- y* — IR 

29) Hallar la ecuación de la elipse que e* tangente a las rectas 

¿¡ : Te- 2 v — 20 = 0 > L, ; jc + dy 20=0 si sus ejes coinciden con los 

ejes coordenados. Uptau x 1 + 4y 1 = 40 

30.) 1:1 punto Ai 2.-2} esla en una elipse, uno de cuyos fíleos es R4,*l) y la directriz 

corre «¡pondie meen h recta \ - 7 - 0, Hallar la ecuación de la elipse. 

tipia. 4.i ‘ + 5 y 1 — 26 x + lOy + 36 = O 
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■ I Ha I lar la ccuac v n de la e l ipse. con ocnLm O -2 2) en 3 a que el eje me m w se vea 

hnjo un ángulo de 90' desde un foco y se conoce a = 6. 

kpta. X 2 + 2y 2 + 4a - 8 y - 24 = 0 

| 

L:i. excentricidad de una elipse es <? - su centro coincide cotí eí origen y uno 

de los focos es K 2.0) r Calcular la distancia del punto M de la elipse, cuya 
■abscisa es 2, s la directriz correspondiente al foco dado. 

Rpta, 20 

Si una elipse con ejes paralelos al eje X es tangente a la circunferencia 
x +y 2 -6jt + 4v 12 = Ó. y mis focos son tas puntos de circunferencia. Hallar 
Su ecuación. Rpiu. (x- 3) 2 + 2(y + 2 ) 2 - 50 

Mi Hallar la ecuación de una elipse cuyo eje menor, de longitud 6. esta sobre la 
recia 2x y = U y cuyo eje menor de longitud 4. est,1 sobre la recta 

* + 2y - 0 Hpta. 8 x 2 + 5y 1 -4xy = 3ü 

l 'i Desde el punió C<30i se han trazado tangentes a la elipse 1 +■ 1 =1 

25 16 

I tallar la ecuación de la cuerda i|ue une los punios de urntaetri. 

Kpla, 4x 5y - 10 = 0 

4Í,) Hallar la ecuación de la elipse que es tangente a las dw rectas: 
• 1! “ 2y - 20 = 0, a + 6y - .'0 ~ U. si su. 1 » ejes coinciden con los ejes, 

K 1 V 2 

coordenados. Ruta i— +¿— = \ 

40 10 

M' l,a recia x - y - 14 ^ Q tarácete a una elipse cuyos focts son f|{l, 5), 
F j(7,“5i Hallar la ecuación de esta elipse. 

Rpta. Sjt“ + 17y 2 - 64.v +170 y 4 417 = 0 
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3B) 


y» 


40} 



42.1 


Los focos de una elipse son Fj 1-2,5) y ■ La ecuación de una tángeme 

a 9a misma es * + 2y - 17 = 0. Hallar el parámetro del triángulo formado por 
d punió de tangencia y Iíhí fucos. 


Rpta. i H 

Determinar las ecuaciones de [as recta* tangentes a la elipse x ¿ +4 y 1 - 30 
que son perpendiculares a U recta 2 s, — 2 y — 13 = 0. 

Kpía. )t + y ± 5 - 0 


Una elipse pasa por el punto A(4 r l) y es tangente a la recta x 4 4y - 10 = 0, 
Hallar la ecuación de la elipse, si sus ejes coinciden con los ejes coordenados. 


tipia. 



Una elipse pasa por el punto PÍ2.-3) y es tangente a lu recta x - y + fi - (X 
Hallar su ecuación, si sus ejes coinciden cor) los ejes coordenados. 

ttplu, 3 jc-+4v 2 =48 


Hallen Ja ecuación de la elipse en la que 2a = 4, ?h - ¡2 . el eje focal sobre 

la recta L\ Jt t3y = 0 y el eje menor sobre la recta : 3* v + t CJ, 

Kplti- 1 Li + üxy + 19 v" + l R.x - 6y - 31 = ti 


43) Una elipse tiene su centro en el origen y *0 eje mayor sobre la recta 
¿i ^ 3rC 4v = 0, determinar su ecuación .cabiendo que pasa por los puntos 

A(4,-2) y BÍ5.5>, RpU, 4lx 1 4 57/ -4&.ry = L3üti 


M V 

44) Dada la elipse — + — = l, halle las e¡cuacione-5 de la recta tangente y la recta 

o 6 

normal en cualquier pimío (j 0 , ) de la curva. 
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• ' HuIl¡ti i.i ecuación de mi.i elipse cuyos, focos se encuentran luí la inierseeeinn 
de L. . 2x - v + 6 = 0, Ly i 3.r - y - 5 - 0 con la recta x - y + 5 - 0 y su 
excentricidad es e = 06, además, hallar su centro y sus vértices. 

Rpta. 4tr“ -¡8xy+4l/ -3Kjry-53Sy + 521 =0 t U(2,7).K,C742j y V z (-32) 

16) Desde el puspo Ql-4.1) Se lian frarudo tunéenles u la elipse 

■j | ^ 

3(a 12)“ I 4( y + R) = 12 , calcular la distancm del punto Q a la cuerda de la 

elipse que une los punios de contacto 

Kpta. Id 

47) Una paritiula tiene su vértice sobre lu recta 3x - 2y + 7 = 0, su foco es un 
punto tic lu recta x + 4y - [0 - 0 y su directriz es % - 4. Determinar la 
ecuación de In elipse que liene tomo vértice y fuco ¡id yacen tes los de la 
parábola, siendo el vértice chuno vértice (1 V2|. 

Rptíi 401 - + 49 2 4B0,i 196y + 12696 = 0 

i i Sean E t y £’j dos elipses que tienen la iiiíkrui excentricidad, pruebe que los 
correspondientes serm ejes mayor y menor de cada elipse son proporcionales, 

1 

48) Hallar la ecuación de la elipse. $¡ se conoce su cxccitlriudad t* =■ el foco 

2 

b(3,Ul y h ecuación de la direclri¿ cor respondiente \ + y - I - 0. 

r i” 

49) Las recias x + 2 v3y -fl = 0 y x + 2 „ 3v 16 = 0 son la ingentes a ta elipse, que 

tiene sus ejes sobre los ejes de coordenadas. coincidiendo el eje mayor con el 
eje X Hallar la ecuación de lu elipse. 

50) Hallar los fucos de la elipse, cuyos extremos del eje menor son los puntos 
(■4,6) y (2 P *?| y si la longitud del eje mayores eE doble del eje menor 

M) Hallar la ecuación de La elipse con centro en el origen, eje mayor de la longitud 
8 sobre la recta L, : Vi - y -0 y eje menor de la longitud 4 sobe tu recta 

Li: x+ 3y - 0, 

Rpi¡i. 37a 1 - 3 Sjtv + 3/ -160 = 0 
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52) 


Lo* fiWüí de una elipse sun Fj (0,6) y F (0,-6) y b ecuación de una tángeme 
es L: 5x + 3y 50 - 0. Hallpr 3a ecuación de la dtp.se 

Kpfa. 2ii : + 16 > :e ^ 1600 

53) Dada 3a elipse 4.r" + 9_y 1 -36 = 0, batlin las ecuaciones de las láncenles que 

pasan por tos evitemos dd lado recto correspondiente; al foco de abscisa 
positiva. 

Rplu. hx -3 y - 9 = 0, +¡Sx f 3y -9 = 0 


54j Una elipse con eje mayor paralelo Al eje Y, nene su centro 04,-2], 
excentricidad e = ^ y eje menor de longitud 12, Hallar su ecuación 

Kpui. ^,«1.1 

Id 48 


55) Loe focos dt una elipse son F|(2 T 4) y F : t-lü,4). Hallar la ecuación de la 
elipse sí uno de tus balices está sobre la itu Li L: x - y - 2 = fl. 


Rpla. 

1Ü0 64 


56} Hallar el menor ángulo con que se observa desde el origen de coordenadas, d 
segmento que une los focos de la elipse 9jc" i 5y" - 72x + 20y +119 = 0 


Rpta. as45 e 



Hallar la ecuación arrimaría di 1 una elipse de eje horizontal con centro C(3 T 3) v 
pasa por el pumo Pí7,4) Además, se sabe que ta longitud de su lado recio en 

% 2 veces su seiTiidistaiuúa focal. 


Rpta, 


u-tf + (>-3) 2 

18 9 
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58) 


59) 


£3 Eado recio de una elipse se ve desde su centro bajo un ántuto recto ¿Cuál es 
Ja excentricidad tic tal elipse? 


_ jL 

Npta* e --fí- 

I + -Js 


Los focos de una elipse £j de excentricidad e= , son los puntos F x (5,5) y 

2 

Fi [5.1 J), Determinar la ecuación de otra elipse £3 simétrica a /:"■ con 
respecto a Eu recia L: x — y - 3 - 0. 


Kpta. 


(X-Il)- ^y-2) 1 
36 27 


60) Una elipse cuyos ejes son paralelos a tos ejes coordenados tiene sus dos 
vértices sobre las recias n = 1 y x = 9 ¿u centro esta sobre la recta 
L: y — x + 2 y pasa por el punto P(2„6}. I hiílar su ecuación. 


Kplíi 


{.r-SJ* + 7(j-7)* 
16 Ib 


61) 


Una elipse de eje focal paralelo al eje Y, posa por el punto Q(-3,2j y tiene sus 
vértices, en 3a circunferencia x“ 4 y~ —7.x — 24 = 0 y es Concéntrica clin ella. 
Determinar la ecuación de la elipí-i? 


Kpla. 


2 l¡ j- 1)“ t y- 

400 + 25 
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CAPITULO IX 


LA HIPERBOLA 

m:nNKioN.- Llamaremos hipérbola al lugar geométrico de mi puntn 

P(* ,y) de ft 2 que se desplaza en et plano con la 
propiedad que el valor absoluto de la diferencia de sus distando de ¿ic punió 
a dos puntos del plano (llamados focos) es siempre igual a una cantidad 
cnnSUntc pcftitú-u 2 a y ineiKn que la dimane i j enlre lus puntos fijos (focos) es 

decir su f\y /•\ son los punios éc R' fa" es un número real positivo, entonces: 


/J = lP(Jr, j)e R 1 /\AP. f, y-iilP. /■; )¡-2,l) 



Toda hipérbola se compone de dos ramas 7/, y IF definidas por: 

«i ■ I ^ “ /íff F. F,)-íf(P, F,) = 2n) 

2 -1 F(v, >)€ i? 2 / dÍP t Fj j - d\f, F % ) = -2*r] 


M.2 t ELEIVIÉNTOS DE LA HIPERBOLA*- 


A los elementos de una hipérbola ilustraremos en el gráfiLoes siguiente; 



1) Los pumos fijos F x y F 2 son llamados focos de ¡a hipérbola y el punto medio 
C del segmento F¡F 2 es el centro de la. hipérbola. 

2) La recta L que pasa por los locos F¡ y licite vario*: nombres, nosotros le 
llamaremos eje focal* 

J) A los punios \\ y V 2 que es la ínterscctián del eje focal con la hipérbola son 
llamados vértices.. 

J ) El sitíenlo V. V, = !& se denomina eje transverso. 

5) La recia L que pasa por el punió C t perpendicular al eje focal L Tiene varios 
nombres, nosotros le llamare iixw eje normal y no corta & la hipérbola. 

F 11 segmento á v A 2 =2fi se de nomina eje conjugado y a loa puntos a x y a, sc 

llama vertí oes conjugadas. 

7j El segmento F ] F 2 - 2c .-se denomina dislancta focal, 

K) El scgmcnio BB' que une dos puntos cualquiera de Ja hipérbola .se llama 
cuerda focal, 

9} El scgmcnio FF 7 se denornma nulio fcxal. 
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10) L-a cuerda Gical LR perpendicular al eje focal se rfenmnina lado recio y tiene 
una longitud. 



11) Los segmento F t P * F¿P t donde P e$ un punió cualquiera de La hipérbola 
denomina radios ved ores. 

12) Si c = d(Fi ,c) «= d{Fj ,c) entonces c > a. 

Luego c~ -d" > 1 ) entonces definimos h 1 =c~ a z . 

Luego a los números “a 11 y‘Ti" se denominan senti ejes iransvcr&o y conjugado, 

13) El mirm*o ¡^ = — > 1 es llamado excentricidad de la hipérbola. 

í 

14) Las rectas y I, se denominan asíntotas de 3a hipérbola. 

15} A las rectas DD y D’D' se denominan directrices. 

9.3* FORMAS DE LA ECUACION DE UNA HIPERBOLA.- 

T FORMA CAINÜNIC'A,- 

TtOREMA*- La ecuación tic luía hipérbola de centro en el origen y eje 
focal el eje X está dado por: 



Dtmojtraeiíin 


Mediante las condiciones del teorema el gráfico es: 


29 E 



Sea P|K,y> *= H un punto cualquiera del plano R 2 . entonces por definición de 
hipérbola se tiene: 



| tl[P.F t )~ d(P.F>j\=2a 

— (1) 

de donde 

tl<P.F,)=JU + c) 2 Yy 1 

■ *' (i) 


d(P.F,)-^0-c) ! +y J 

ahora reemplazando {2] en (1) se tiene: 


|-gf'fjr + e) + ir* - 

’/(j - c) ' + y 1 | = 2a 

■»<3) 

La ecuación (3) es equivalente a 


yix+cf+y 2 

(.i - c) + y “ * 2a 

... (4) 

yíx + c)-+.r 

k*-c) 2 + y 2 =-2a 

..A5) 


Cualesquiera de las ecuaciones (4) o (5) se considera para la demostración. 

Vu + c )' + >' - -g( j -cY + y' = 2o 


*¡{x+cY + y 2 =2a + -J(x- c) 1 + y 1 
elevando al cuadrado ambos, miembros se tiene: 

(x +cy + y 2 - 4a 2 + 4í2 -¡ix-c) 7 + y 1 +■ ( X-i)* + y 2 
ex-tí 1 = o-c) 2 - y 2 
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nuevamente 3 1 cuadrado se tiene: 

c 1 x 1 - 2a 2 cx+a 4 = u m (x" 2ex I cT + y 5 ) 

ce*-.v—v-«v—h 


como c > a => c 1 > a 


-a* >0 


t i' "i y ■% i 2 2 

■de donde b~ = 1 " -n que reemplazando en (6) se tiene: bx -a y = a 'b 
Per lo tanto: 


H 1 

H í~-2_1 

a 1 b 1 


TEOREMA.- La ecuación de una hipérbola crin centro cu el origen de 
coordenada y eje focal el eje Y esL:i dado ¡vu; 



Dyjrn}>li nejen 

Mediante los datos del teorema la posición rie la hipérbola es: 


V/ 


üca Pín.y) e II, un punto cualquiera de Jn hipérbola 
Luego por de fin ir ion de: hipérbola so tiene: 




**. ( 1 ) 


donde: 


^i.nH^+o+f ) 2 
d(F 2 f P) = 4 ^ 1 ^iy-^) i 


reemplazando (2) en (I > se tiene: 

+ (v + rr -j \ 2 +{y-c) 2 | = 2a 
la ecuación (3) es cquiva lente a: 


-Jjt’ +íy+ c}" -\'a" + (y —r)' — 2a 

J,r + (y + í?> 2 - ¡x 2 Uy-cr --2 a 

t í a]quiera de estas ecuaciones se considera para la demostración. 

+ ( y + c )' = 2(i + -ó x" + (y -e) * 
elevando al cuadrado se tiene: 
x : +{y + rr -Aa 1 +4aJx 2 + fy-é> Z +JT+<y 


-* Í2> 


- (3) 


cy -a 1 ~ a-¡x 1 +{y -c) 2 

nuevamente elevando al cuadrado ambos miembros: 
c~y z - 2a~cy t u " = a ~(x~ + (y-c) 2 ) 

(c 1 ~ «i 3 )V 2 -a 2 X 1 = a 2 (c 1 -a -) „ |4> 

como o a => c 1 >a 2 => c 2 - ti' > 0 * de donde h z =c 2 n~ 
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9 A 


g ue ree mpl aza ndo en ( 4 | tenemos: Ay “ - «" .r " = u ~ h 


■“■. i 


Por Lo lamo- 


y 1 x 2 

ti : 'V = I 


í? 


*" 


ASINTOTA DÉ LA HIPÉRBOLA.- 

Consideremos la ecuación de la hipérbola. 


r 2 y 1 

H : 7 a 3 ~ l 


des pujando "V ‘ obtenemos y 


. b i i 
-i— :a - i* 




«1 


cuando * jumenta sin linuie la ecnación (1 > turna la forma: 


, b 

y = ± — x 

a 


La cují! le llamaremos asíntota de La hipérbola 


OBSERVACION. 


Las ecuaciones de las asíntotas se obtienen haciendo cero al scgiutdu miembro 
de la hipérbola es decir: 


sí a 


i__¿_ 

« 2 l>- 


— 1 dcdonde x 1 ~a z y z -£i“b 


,-L- 


I^s ecuaciones de las asi citólas se obtienen haciendo: 


^ ■ =0 p esdecir; b 2 x 1 -u 'y 1 ^ 0 entonces: 


{bx ■+ ayifbs ay) - U, por lo tanto las ecuaciones de Las asíntotas son: 


bx + ay = 0. bx ay - (J 
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LA FORMA ORDINAHIA.- 

TKOKLMA.- La ecuación de una hipéi bola de cení i o el punto C(h.k) y eje 
focal pac alelo al eje X es de la forma 



Pernos trac Ion 

Para üli demosiración aplicamos una traslación de ejes coordenados, en donde 
el origen es el panto C(h,kj es decir: 



Cómo t = a L v'=y-¿ entonces W: ——— — ——— - | 

ií" b s 

además sus elementos son: 

vértices : (h — ¿r T Jfc), 


Focus 
lije Jvxal 

Ije conjugado 


Fy{h-c,k}, FjlA + c,^} 
y = k 
x - h 
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Exocnlri cidad 


Lado recto 


c 

e = — 
a 


LR = 


2 r 


a 


ecuación de la asíntotas: y - k - ± - i.x-h) 

a 

TEOREMA.- La ccuanifm de lili hipérbola de ce miro C(h,k] y eje focal 
paralelo at eje Y es de la forma; 


(y-t ) 1 (Jt - m 1 

e ; fc 2 

Pt mostración 

En forma similar al cago anterior* es decir mediante una tiaslación de 
LúordeiLkias en donde el origen es el pumo (Vi.k). 
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La ecuación de la hipérbola en el sistema X’CY r en la forma canónica es; 


9.5. 


y’ % x' 2 

Ht /-+ '- = ! 

íT b 

fMir medio tic una traslación de ejes $e tiene x = x-k, /= > í _ dé donde: 

H O -*) 3 

a 2 y 

además sus elementos sota: 


vértices 


J "ocos 


Eje foca] 

Eje conjugado 

Excentricidad 

Lado recto 


Y } {h,k-ah V 2 (k,k+a) 

f-\(k.k c), í’jíAfJt+cí 

x = h 
y-t 


e = C - > l 

a 


IJt- 


2b- 


ll 


La ecuación de las as ¡motas; 



ECUACION GENERAL DE LA HIPERBGLA.- 

La ecuación genere] de 9a hipérbola es de |n fama: 


Ar" +Ry 2 +Cx*L>y+E -O 


m 


donde A, B* C, D y E $on constantes. además. A y B tienen signos opuestos. 
Completando cuadrados en Ja ce nación (1) 


, I . 


D 


,1(í + x + ) + B(y* +— y + --) - — + 


D 


A 4 4" B * 4B 2 ' *A 4B 


-E 


m 




























/ ■ 1 rj' f* n 

Si AÍ =-+■-£ atiene: .4('jr + y + B(v~—) 2 - M 

4,4 4 B 2 A 2B 

por lo tanto, de- acuerdo al siguiente criterio se tiene; 

i} ¡Si M > ü T la ecuación (!) representa, una hipérbola de eje focal 
coincidente n paralelo al eje X. 

o) Si M = 0, la ecuación (L) representa una hipérbola de eje coincidente o 
paralelo al eje Y, 

iiii) .Si M < 0. la ecuación (l} representa «na hipérbola de eje en i nádenle o 
paralelo di eje Y. 

Por lo lanío ¿¡i lie-, coeficientes A y B difieren en el signo, Li ecuación 

A.Í 4- fly‘ +Cjt + üy+ f = 0 representa una hipérbola de ejes paralelos a los 

ejes CEiordcnadúS u un par de recias que se cruzan, 

9.6. HIPERBOLA EQUILATERA O RECTANGULAR,- 


[jk hipérbolas equiláteras n rectángulos se raracteri/an por tener sus ejes 
transverso y conjugado de igual longitud. 


Es decir: a — h. luego si la ecuación de la hipérbola es: 
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Las asíntotas de la hipérbola equilátera, son- i. z : y = x, L 2 i y= -r 

una forma particulaj muy impártanle y simple de la ecuación de la hipérbola 
equilátera es: H: xy = k 

Monde k es una coi isla me cualquiera diferente de cero 



9.7. HIPERBOLA CONJUGADA.- 

Si dos hipérbola son tales que el eje transverso de cada una es idéntico al eje 
conjugado de la otra se llaman hipérbolas conjugadas. 

Se llaman hipérbolas conjugadas, si ja ecuación de una hipérbola es; 



Entonces la hipérbola conjugado de (1) lienc por ecuación a: 



9.8. TANGENTE A UNA HIPERROLA.- 

Hn ja ecuación de la hipérbola se com-idcra dos puntos f*í,- r i’3'i) y 
Pj(c 2 ♦ y 2 ) diferentes. 

La leeia que pasa por f¡ y se llama recta secante. 
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.Si sc considera a i j , comn un punto fijo, mientra» que P-. se mueve a lo largo 
de la hipérbola hacia y en d momento de coincidir con el punto /\ se 
uhiimc la recta tangente en el punto f\ entonces :il punto 4 te llama punió ríe 
(;ui a encía u pinto- de óútifttotii, 


TEOREMA.. 


La ecuación de Ej recta tangente a la hipérbola. 



I. en cualquier pumo P, [jt, T Vj 1 e ff cí>: 




b 1 

(v 2 - >iXyi + Ji) = r ú 2 + jf| ){x 2 - jcj} t de donde 


y ? ~ v t h 1 (*i + *3 ? 

*i-*i aVi +y 2 ) 


reemplazando (2) en íl) se tiene: 



b Vh +-t?) 

« 2 íyi + y 2 ) 


... {2} 


La pendiente do so transforma en la pendiente de L, cuando a¡ «jt 3 y 

, , b 1 x l 

y, - y 3 e$ decir: wii x = . 

a V¡ 

jj'j jr 

Como 4 : > - y, - mi* (jr - jt,) se tiene; L, : y - y, ^ U - j*¡ ) 

, ; 2 ' i 2 , i i 

4’ « y¡y^ü y, X]^-& jcj 
4 : b'XiX -a">'j y = b'x¡ -a"y¡ ~a~b 

-u S' . rui» /.j - i'i /. ).íjpy¡'< 

/. 4 : ¿4t|jr u ; y t y=£f-V 

TEOREMA 

*= y 1 

I j-. eu.i.n i Míe * de L«s Linéenlo'. a la hipérbola l! : - , I . du pendióme 

a 

tnL r son: L r . y - raí + -■!it~m 2 - h~ , | m \ > ^ 

I juti [►> trjiion 

Conociendo la pendiente de una recta su ecuación os: 

4 : y ~ f «v + * *- (1> 

ahora calcularemos La constante 1 


H: iV~«y =*v 

4 ■ ,V - ffuc +■ L 


—> h"x“ + Jt | 2 = a k~ 
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ib ' ¡x' m 2 ).t " 2ü " hnx Ca ^k " I a' h') - O 

2a' km ± ^JAh 4 Jt "ni" + 4 a " + b* ){b~ - n' xn T ) 

2{b 2 -fl 2 m 2 } 

por condición de tangencia se tiene’ 

Au*k 2 m 2 + 4a Z (k 1 i b 2 )(b ¿ - a*m 2 ) = Q 

a 2 k 1 m 1 y{k I +¿ 2 Xfr 2 -fl 2 wi i )»0 

A: 2 -fr 2 w * = - b 2 

ahora reemplazamos k - ±^a i w i —b 2 en (3) 

|l ■' * ■ 1 ^; " — >■ 

: v = mjc ±^ ¿i " ín " - /.?' 

fL*. PROPIEDAD INTRINSECA ÜL LA HIPERBOLA.- 



hipérbola. 


<l> 



donde r 1 es la distancia dirigida dd punió P de la hipérbola ai eje conjugado y 
/ es la distancia dirigida del punto P de la hipérbola a\ eje transverso, es 
decir, que h propiedad intrínseca de la hipérbola describe su forma sin basarse 
al sistema de ejes coordenados. Si ¿, ; Ax + By+C^ = 0 y 

¿i : flx-A i +t- =0 sor; los ecuaciones de! eje transverso y conjugado 
enlunces se tiene; 


« ifx-Ay + C? 

±■1^70* 

, Ax+&y+C } 
±^a' : 4 s 2 


sustituyendo (2) en fl) se tiene: 

Fjrrnpki,- 


jtí i -Ay + C 2 ) 1 (Ax+tíy+Ctf 
ü 7 [A 2 + g ? ) i> 2 U 2 +tf 2 ) 


Los semi ejes de una hipérbola son a - b = 4, el ljc transversu sobre la recta 
¿i : 2x + y—2szú y el cju conjugado sobre la recia L ? : .v-2> + 5 = p. 
Hallar laecuacimi déla hipérbda. 


fvducióri 



. íll 
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' 


- m 


x' = d{P, Li ) 


x-2y+5 

±s 




2x~ y-2 

±S 


sustituyendo (2) en (i) w tiene: 


x-2y+$ 

±-J$ 


) 2 


-< 


2x-y-2 z 

±S 



H . 3x 2 +lxy -3y^-18j + l6> + 59 


9*10* EJERCICIOS DES A R ROI. I, A DOS 


U 


Hallar la ecuación de la hipérbola con vértice los puntos \\ (0, 5) y V 
la longitud de su lado recto 1 B. 

Solución 



Se conoce que 2a - I/,V 3 -10 de donde a = 5 


Además ¿ff - — = lá => — = 1S -> h~ = 45 
í? 5 
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,((1.5) y 






y x 

De iti datos III posición do ln hipérbola es: ÍJ : —z-■--• = 1 


: 


2 3 

. * 


25 45 


Del cima na r la ecuación de la hipérbola con centro en el origen, de eje 
iransversul sobre el eje Y, y que pasa a rravés de los punios (4,6) y (1.-3). 

Su loción 

CnmL> el eje focal o transverso esta sobre el eje Y. y su centro es d origen, 
entonces la posición de h hipérbola es: 

y 1 r" 

4—y = 1 

a 2 


además 



36 

16 

S4,ó)l? 


6 2 

(L-3)e fi 

9 

1 


1 

a 

ó 3 


^ 1 


resol viendo d sistema (a) se taene: u~ = '. ¿ : =4 

5 

x~ 

N : —-1 

36 4 


5 


W : 5v : 9v 2 = 36 


Id) 


3) 


I Irilt.ir la ecuación de la liipéchola si ^us Tocos son los puntos F t |—3.0) , 

3 

ÍSÍ3.0I y su excentricidad —. 

2 

Solución 


Se tiene que 2c - tt\!\ .F ? }=ú =? c = 3. 


3 £ 

2 a 


d = 2, ¡¿demás ó 2 =c 2 J 
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4} 


/r =9-4 = 5 => b -5 „ de lus dato del problema ía posición de ta 

X 1 v * 

hipérbola es; W: —■ --— = I 

ü L b 2 



Encentra* la ecuación. de la hipérbola, cuyas asintolas son las rectas 
2x + y - 3 - 0, y 2x + 1=0, cabiendo ademas que tu cuiva para por el 
punto (4,6), 

Solución 



Sea P(x,y| un pumo malquiera de la hipérbola como : 2x + y-3 = 0, 
L 2 : y - 2x +1 - 0 , son sus Asíntotas entonces: 


H- 


V; 


Vs 


como (4,6) e H 


(8 + ÍÜ-3K6-8 + 1) 


2*+ v- 3 ,_y-2jt + L 11 
W ; (-7=—-H-—?=—1— , amplificando 

VJ V5 5 

* (y-l) 2 -11 


n 

5 
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Hallar 3a ecuación de la hipérbola que pasa por el punto (3, 1). su centro es|a 
en (0,0) y una <le sus as i molas es |:i recia 2x+yjl i - 0, 

■Solii rii>n 

l’ii esic problema se presentan dos asm el primero cuando 3a ecuación de ta 
hipérbola es: 

2 2 

f{ =1 con» (3,-1) e H, =* --- \ =J 

a b * a 1 h i 


de donde 9fr - o 1 «c rb 2 


<1) 


£p 

además la ecuación de sus asintiólas es: y = ± x + y como su asíntota es 

a 

2x t 3d2 y = I). 


V 2 

ym ~3* 


b -Jl 

a .1 




2 


la/ 

9 


... m 


2 a 3 7 , Tj a 

reemplazando (2) en (1) se tiene: 9( — ) u~ = a {- ) 

9 U 


2 2 9 2 ¿fl' 

u - .i ( ), rt =— como b = 

9 2 Q 


=> 6* =1 


«. ;-p.i 


,% fl : 2* -9y 2 ^9 


Una hipérbola nene su centro en el Origen y su eje transverso so tire d eje X. 

6 

Ha 11 ur su ce unción su bi endo q ue 5 u c xe en i ríe idad es ' ^ y que I j curva pasa 
por el pumo P(2,1 i 

Solución 


De tos datos del problema la ecuación buscada es: 































7) 


v 2 

H : 71 “ 7T “1 

a h ¿ 


P(2 p L)e H 


4 I 


a 


3 b 2 


-í 


4fr _ -tj' - a L (y 




c Vfc 
además e - — - — 


<r - 


■/6a 


C 2 = 


Ja 


pero c : = tí : + b : 


3u" 1.1 ,2 íí 

--fl +0 =? P -- 

2 2 

reemplazando (2) en |1> se tiene: 

2a 1 -a 1 = ti 1 (^ => tí 2 =2 


... |2} 


Si ü -2 P £> -1, por lo lamo íf; — y - 1 


** y 2 

I xa focos de una hipérbola coinciden con los focos de la elipse — + — = I 
\ hlhr la ecuación de la hipérbola de exee inneidad igual a 2. 

Sdmiun 

x 2 y 1 

De la elipse : — + -— = 1, entonces a J = 25 1 h~ = 9, cid donde a = 5, b “ 3 

25 y 


c 2 =¿i 2 -h 2 => c 2 =25-4-16 =í e = 4 
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Luego F,(-4,0). F : (4.0) 

I xl cxccti l ri ciclad de l:i hipérbola es: 


e = - - 2 
a 


c = 2$ =» a = 2 y c = 4 P como í?‘ =c 2 -a 2 -12 


2 ’ 
t V 

por lo lamo: // : ■'-— - I 

4 12 

y 1 

8) Hallar las ecuaciones de las [urgentes a la hipérbola-- I que son 

16 64 

paralelas a la recta lOs - 3y + 9-0. 

Soluciun 

Sea L- lOx - 3y 4 9 = Ü P la recia paralela j la recia Láncente a la hipérbola 
L, : lO .r - 3y + fc = 0 

i 

Ahora calcularemos el valor de k 


4,r 2 -y 2 =64 
I0.t + k 

y = —-— 


f 1 

x“ 

. y '- - 1 

16 

64 

|l0x- 

3y + * = 

ir 2 - 

40jr+Jfc 

1 


) 3 «64, desarrollando y simplificando 


64:r" +2Qfcr + * : +576- (I 


Jt = 


-20± 7400* 2 - 256f* ' +576) 


12S 


mediante la condición de tangencia se tiene: 

4004 a -256E* 1 +576) = 0 =* 144* 1 =(256X576) 

k = ± 32, luego las ecuaciones de las tangentes son: 

L\ : 10.r-3y + 32-0 P L 2 - lÜJt-3y-32=G 
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9) 


Hallar las ecuaciones de las langeníes a la hipérbola Jtr 3 —y ' - 16, trazadas 
desde el punto Af-I ,-7). 

■Su Ilición 

Sea L f : y+ 7 = m(jr+1) la ecuación de la recia tángeme 

L t : y =* nvi + m 7, reemplazando en la ecuación de la hipérbola 
r~ — {r?iA '+fii - 7} 2 - 16 , demarro llanda i. 

(I m~ )x~ + (14-2/n" )í+ 14/ii- in" —65 = 0 

— (14a- 2m 2 )± J(\4m- 2m*- 4(1 -ni ¿ )< I4pm - m“ — 65 J 

x= - - — ---- 

2d -m* y 

ahora medíame Ij condición de lungcndu se tiene: 

(14™- 2™ 2 ) 2 -4(1 - m 2 XH/fi -™ -65) - U, desarrollando y simplificando 
sí: tiene: I5fll 3 +14™ -65 = 0 

(5m + 0)í3m- 5j - 0 1 /ir ‘ m - - 

3 5 

comii L, : y-ffu+w—7 las ecuaciones de las recias tangentes son: 

L t : 5jf-3y-l6 = 0, L ( : Jit + Sy + 34 = O 

10) Obtertei la ecuación de Ij elipse Luyo eje menor tiene pur extremo ¡os focos de 
la hipérbola -I6y 2 --144 y cuya exccrarickUd es reciproca de la que 
tiene 1 p hipérbola 

Solución 

1 -a ecuación de la hipérbola es 

H . 0.-0)’ <<-{» * 

9 16 

de donde íí 2 =9, b~ = 16 pero r" = a" +6“ -> c~ = 2S 
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=? c - 5 y por lo lamo los focos son F, (0,-5) y F : (0.5). y como estos foco* 

son lo?, extremos del eje menor de 3a. elipse buscada, entonces b = 5. además 
la excentricidad de la hipérbola duda, es 

c 5 3 <c 

c = — - y La excentricidad de la dipse es: e l * - = — => 5x - 3a 
a 3 5 íi 


¡i- .. ; . j ; i ,, Vil 

en ¡a elipse se llene n - b +c =* u~ = 25 r 


25 


16a 1 -625=»a = — 


¡r 1 y* 

como la ecuación de la elipse buscada es: ti: —- + -— _ l 

a 2 b ¡ 

25 

sustituyendo los valores de a * - , b - S 

4 


x 1 v- 

tf:-+ ” =¡ 

625 25 

I* 


\ // : lóí* +25y^ - 625 


9.11. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


í) I lillar la ecuación de la hipérbola cuyos focos están en los vértices de la elipse 
jr 3 y* 

+ — -l*y las directrices pasan por los focos de esta elipse 


100 64 


Rpui. 


: 2 

*_ _ JL. 

60 4U 


I 


2) Hallar la ecuación ordinaria de la hipérbola de vértices bjf-1.2), lAf-US) y 
unas de sus as i uto Lis es y - 2x + 7. 

O-S)’ + 


Rpta. 


914 


= 1 


3) El punió A( 1,-4) esta en la hipérbola, uno de cuyos focus es F(tX-2í y la 
directriz correspondiente es L: x - L = 0 Hallar la ecuación de esta hipérbola. 
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Rpta. x 2 - Ay 1 - ¡Oí -16> -11 =»0 

























4) Hallar la ecuación de la hipérbola donde la excentricidad es — y sus directrices 


,-±i. 

3 


Finta* -— — =s I 

4 5 


5) Hallar la ecuación de 3a hipérbola, si se conoce su exLeniriíiditd ' , el foco 
F(5|0) y la ecuación de la directriz correspondiente 5x - 16 = 0. 

Rpta. --2_ s | 

16 9 


6) 


7} 


G) 




10) 


Ltis focos de una hipé«bola coinciden con Itn* focos de la elipse-+ I 

25 9 

3 hilar la ecuación de la hipérbola. s¡ su exce ni iicidad es 2. 

2 v 1 

Kpt:i. ——- — - I 

4 12 

M punió M(l,-2) esl¡H en una hipérbola, unn de cuyos focos es 14-2^2) y la 
directriz eomapond lente se da mediante la ecuación 2x - y - I - 0. I hilar la 
ecuación de esta hipérbola. 

Rpta. 9Lf" —lOOxy I 16y" - 1 Mr + fifi y- 47 “ 0 

Cfllculai el ángulo que formar las asíntotas de la hipérbola 


A * -3y" -Br I8y = 14 


3T 


Rula, fi = 

3 


Hallar la ecuación de la hipérbola que pasa pur el punto Qfl,5) y cuyas 
asíntotas son las recias 2x + 3y + 1 - Ó y 2\ 3y + 7 = 0 

Kp t.. ÍJL-J»1-<Í +2 > : =1 

12 27 

Las ecuaciones de las asíntotas de una hipérbola son hs recias 
L , i x — 2y — 11 = 0 y L¡ : a + 2y - 3 « 0. Hallar ¿u ecuación, si un foco es el 

■ l 

pumo Fi3.-2). 


Kpta 


5^-7)* _ 5tj>+2¿ _ J 
4 1 
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Si k - y - 5 - 0, i + y + 1= 0. son hs asíntotas de una hipérbola que pasa pnr 
el pumo P(-3,l). Hallar su ecuación 

Rpta, x 2 - 3 ■ -4jc-6y-14 = 0 

lil punto Aí-3,-5) está en una hipérbola, uno de cuyos focos es H-2. 3) y la 
directriz correspondiente se <la mediante Ja ecuación x + I = Ü. Hallar la 

ecuación de esta hipérbola Rpta. je 2 -4 y 2 -6* - 24y - 47 = 0 


Jf V 

Hallar en la hipérbola — " - = 1. d punto M más próximo a Id recia 

24 1 8 

3x + 2y + I - 0 y calcular h distancia del punto M a h ireeh 


Rpta. 


M(-6,3), rf = — ,í(3 
13 


Hallar h ecuación de h hipérbola que pasa por el punto (3,4) y sus asíntotas 
son' 3x - 2y + 1 ^ i) y 3x+2y-7=; £ 1 , 


Rpta. 


9U=lé iy-2) z 
20 5 


Una hipérbola equilátera tiene su asíntota I, : x-y 4-6-0, la otra pasa por d 
pumo Qí 1,3). Fhlhr su ecuación, sabiendo que uno de sus vértices es V(-l t £|. 

Rpta, jr* - y 1 + 2.t - lOy -15 = 0 


Ujs focos de una hipérbola son F t f-L-21 y f 2 ( J,6) f y además pasa por d 
punto P(5,15). Hallar las ecuaciones de La hipérbola y de su conjugada. 


Kplm 


iy-lf (.Mi r _ t <* + l} 2 (í-2) 2 
13 3 “ ’ 3 13 


Hallar íj longitud del lado recto de una hipérbola cuyos focos (05) y (65) si se 
suIk: que pasa por el Origen de coordenadas 















I 8) Determinar í.i ecuación de Cu hipérbola con sui ejes sobre los ejes coordertidíxs 
y su centro el origen, si el (¿ido recio es 1ÍS y la distancia en Iré los focos ev 1 1. 


R|] La. 


X 

9 


y_ 

21 


-u ?-- x - 

9 27 


1 


i 9) 


20 ) 


21 ) 


líeterminar las cuuaciancs de las tangentes a la hipérbola 
los puntos de intersección di: la recia y = 

Rpta. Ax-9y + 6-,'5 = Q, 4x-9y-bS = 0 


*■-[, En 


n 


Hallar la ecuación de la hipérbola, si se conoce su excentricidad , el foco 


12 


RO, I 3) y la ecuación de la directriz correspondiente 3 1 y - 144 = 0, 

..2 


Rpta. 


x 

25 144 


= 1 


x y 

Hallar Ea ecuación de las tangentes a la hipérbola ^ -1, qué sor 

perpendiculares a la recta 4x 4 3y - 7 = 0. 

Rpta, 3x - 4y -10=0 * 3x - 4y + 10 = 0 


22) Desde el punto C( I 10 > se I razan la urentes a la hipérbola 
ía ecuación de tu Cuerda que une los puntos de contacto 


32 


- 1, hallar 


Rpta. 2s + 5y-lb-0 


23) 


Hallar La ecuación de 3a hipérbola que es i ingente a las. dnx recias 
5x- Gy - Ib = 0, I3\ - lOy - 43 = 0 m sus ejes coinciden con los ejes 
coordenados. 


K|ita r 




En li hipérbola x 2 - Jy 2 = ó, se ha trazado una cuerda cuyo punió medio es 
I fallar su ecuación, 

Rpta. 4x - 3y - 13^0 
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Los focos de la hipérbola son los extremos del lado recto de 3a parábola 
y' Eli - 6v 15 = 0 Ifallar In ecuación de la hipérbola sabiendo que triseca 
ai lado recto de la parábola. 


Rpla. 


9{y-3) 2 9{* + t) J 

16 128 


i ^ i > 

Sea la utcuti fin-crida x +• y“ +4t - ? v - 0. Hallar la ecuación de a recta que 

une el centro de la circunferencia con el centro de la hipérbola equilátera de eje 
horizontal que pasa por los puntos (0,0), (6,0) y (8,4), 

Rpta, L: x+5y-3=0 


Determinar la ecuación de la hipérbola que satisface las condiciones dadas. 


a) F(± 5,0), Vf± 3, 0) Rpla* \6x 1 - 9y 1 = 144 

b) V(± 4,0), pasipor(8J2) Kpta, jr J -12y 2 =16 

C) V'|,(5,-2), VS(3, 2) T un fococn (7,-2) 

Rpta, $x 1 - y 2 - C*U -4> + Lió = ü 

d) ^|(5^>, v 3 (5.-l),e = 2 Rplu, jT 3y-- 10*4 I2y4 40 - 0 

e) Centro (2,-3) eje focal vertical y pasa por (3.-1) y (- LO) 

Kpfa, Sx 2 - B y 2 - 20* -48y - 25 = 0 

Hallar la ecuación de la hipérbola que pasa por el punto (3,4) y Cuyas asíntotas 
son las rectas x - y = 1, x = 2. 

Kpta, x 7 -,ry-3x4 2y4 4 = (J 

Una hipérbola pasa por «I punto 4( /63) , y es tangente a la recta 

9x + 2y - t > = 0. Hallar la ecuación de esta hipérbola, si sus ejes coinciden 
con tos ejes coordcradiis, 

a«i _ «r _. 


Rpta, 


5 45 


10 45 









30) 


Sr 1\ + 3y - 12, ís; - 2y -II, son tas asín tolas de uria hipérbola que pá^j por 
el punto Pl2*ú]. Hallar su evUdvión- 

R pin, \0x l +1 La> -6y 2 -82jr-9 v + 262 = 0 

31) HüIIíii l.i ecuación de la hipérbola! con centro (0,0), focos sobre el eje X. y la 

’J 3l J . _ 

dikiaiidj entre las directrices igual a - y que pasa por el punto P{ I ;2J. 

Rpla. ?4.r 2 - y 2 - 20, 5**- /=! 


32) 


33) 


Dada la ecuación de ta hipérbola 2 y - 5v 30 calcular las recias tangenk y 


iH^rni kí cu el punió P(5,-2), 


Rptiu s + y = 3, x - y = 7 


Hallar la ecuación de una hipérbola equilátera que tiene su vértice ten V(5,0), 
una asíntota es x - y - 8 = G y la otra pasa por QC7.-5I 


Kplu. v" IQa 0 v + 2^« = 0 
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35} 


36) 


37) 


Dado la ecuaetfln de la hipérbola 4.v“ 5y* Ó4. 3 las Piulas tangentes 

que pasan pon d pumo Pe. 1, 2). 

Kplu. ús-5y=ló. 14x4 I5y+ló = ü 

Hallrn ta ecuación de la hipérbola cuyas asi motas son : - (*-!) + - = \ ; 

4 4 


3 ^ 7 

Lj ; “ (j- l)+ - y y pasa por el punto P(3,-~) 

4 4 


2 


Hallar la ecuación de una hipérbola cuyo eje conjugado mide 6, sus asintolís 
son ¡t 2y - 14 S O, x + 2y + 4 - 0, y $n eje focal es paral ele i al eje X, 

ttpta. * 2 -4v 2 -8jt 40 y 120 = 0 

11aliar la ecuación de la hipérbola cuyos focos ysE.h i en los vértices de la elipse 
9x 2 + 5>“ -i 3 új 3Üy-99 = 0 y las directrices pasan por los focos de la 
elipse. 

líptn. y 2 2x" 8jt-6y—23 —9 
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39> 


40) 


41) 


42} 




44) 


45} 


46) 


Hall ai el úrea dd Tridin^ulci formado por las asíntotas de la hipérbola 

i> 

-4 y“ - 36x -16y - ó = f) y la recta x - 6. 

Kpía. 24 a 2 

I-os focos de una hipérbola son ios cxiremíis, del lado recto de la parábola 
V’ - 4v -fi.r+ I 2 - II r Hallar la ecuación de la hipérbola, sabiendo que sus 
vértices trisecan el Lado pecio de 3a parábola 

los IVvcos de tuna hipérbola son los extremos del lado recto de la parábola 
y' H2=4 y + Ki‘ Hallar la ecuación de la hipérbola, sabiendo que sus 
vértices trisecan el lado revio de la parábola. 

bn< la hipérbola a 3 1 ' +6x+6y~0 se han trazado una cueidia cuyo punto 

medio es M(3,4j. Hallar la ecuación de esta cuerda 

I temostrar analíticamente que la pendiente m de li recta tangente a lu hipérbola 

h~r~ -a“y en el punió de tangencia l*(u*w) es m =» ,'* , 

a“w 


Analizar pora que valor de k 3a ecuación x 2 - ky ' -2x - 8 v 4k + 13 = Ó sea la 
ecuación de la elipse 

j- y * T 2 v 2 

Dada la elipse — + = 1 y la hipérbola — - — = j. Hallar el valor de V 

1Q 0 a 2 9 

de tal manera que el área del rectángulo cuyos vértices son Ira punios de 

32 r ^ 

intersección de las curvas dadas, " J5 u 2 


Demostrar que el producto de las distancias de cttatasquiur punto de la 

^ a l h i 

hipérbola h t -tí" y" =u~b~ a su asíntotas es ° ■ - . 


Demostrar que la longitud de cada lado recio de 


una hipérbola es 



a 
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47) Los Focos do una hipérbola son (-1Ü.0) y CÜ.Q) y una tángeme ¡i el tu es La aecííi 
5* - 3y + lú = 0. Determinar la ecuación de la hipérbola y el punto de 
tangencia. 

Rota. Itix 2 - 9y 3 + lhOi + 256 - 0, T{D,~) 

.1 

48} Hallai ia ecuación de la hipérbola conjugada a la hipérbola que pasa por el 
pumo (3,-lJ, centro en el origen, eje transverso sobre el eje X y unas de sus 

asíntotas es 2a; + $-J2y = 0. 

Rptfl. 9 v 2 -2jT=9 

49) I lallar la ecuación de una hipérbola cuyos focos síwi F|(L-2) y f 2 (-5.4) y el 

ángulo entre sus asíntotas es igual a W 

Rpta, 2xy 2x + 4y + 5 = fl 

10) Hallar la ecuación de una hipérbola equilátera con a - 2, eje focal x - y - 5= 0 
y eje conjugado x + y - 3 = 0. 

Rptn- xy + x “ 4y - R = 0 

51) Hallar la ecuación de h hipérbola equilátera cuyo foco F(4o2) y directriz 
asociada x + y - 0, 

Rpta. 2xy + Bx-Óy-25 = 0 

52) Hallar la ecuación de la hipérbola equilátera ique tiene: un foco en F{7*0) y 

directriz asociada: 2y - 12 = 0. 

Kplu. Ix 2 ~ 8 xy - %y 2 - 22.x t 56 y - 43 - Ü 

53) Hallar la ecuación de la hipérbola donde a - b, que. tiene por foco F(4,G) y 
directriz, correspondiente 2 * - y - 11 = 0. 

Rpta, 3x 2 -8jc> - 3y ¿ - 4&x 4 44 y + 162-0 

54) Hallar la ecuación de la hipérbola con centro en (-2,-2), un foco en (0,2) y un 
extremo del «je conjugado en (0,-3). 

Rpta. I ti* - l€xy -y 1 4 12 jc - 36y + 51 = 0 
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CAPITULO X 


10) LUGARES GEOMETR1COS-- 

Lfno de los problemas rund amen talos de la geonié trica anal inca es la de obtener 
ki ecuación de una curva la cual se define frecuente mente empleando las 
expresiones: lugar ceoméinco de los punios, trayecioría del pumo móvil o 
Curva generada por el punto móvil; todas estas impresiones lus consideramos 
etm el mismo significado, Él termino de lugar geométrico se aplica 
pene raimen le al conjunto de todos los punios que tiene alguna característica 
geométrica común. 

Wh ejemplo: El conjunto de los pumos del plana cuyas distancias a un punto 
fijo son iguales (circunferencia). 



Fura hallar la ecuación dd tugar geométrico se considera un punto Pix.y) del 
lugji jicoiiiéirLco que satisfaga la condición o condiciuncs dadas por medio de 
una ecuación de las variables x c y. 

La ecuación de las variables x e y obtenidii se simplifica quedando la ecuación 
del lugar geonvéleico. 
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10.1. PROBLEMAS SOBRE LUGARES GEOMETK1COS.- 


I) 


Los extremos A y H de una barra de longitud 2L se mueve a lo largo de U ejes 
coordenados, ¿Que lugar geométrica describe PC*, y), pumo medro de la barra? 

Solución 



De i;i lisura se tiene: 


x - Lcosf? 
v = L¿enV 



La ecuación (1) son I¿ls ecuaciones 
paramctriLas del lugar geométrico. Por lo 
tanto: 



¿"eos 2 *? 

L 2 sími 2 0 


a 1 + y 3 = L 1 


Luego el punto P(jt,y) describe a una circunferencia de centro +U.Q) y radio L 


2) ¿Qué lugar geométrico describe un móvil P{x,y) si las rectas <|tie !o unen a dos 
puntos fijos FiifM y F ; (-r,0) forman un ángulo de 45 D ?. 

Solución 
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2ty 


*) 


4) 


I _ > l > t r)-y (x^r) 

x 2 - 2ry -r 2 + y 1 -0 

v" + (>'- r) -2r. , es decir i|ue d punto llx.y) describe una circunferencia 
de ecnhn en él (Ü.r) y de radio \ 2 r 

Hallar \a ecuación del lugar gc< métrico generado por el centro de una 
circunferencia éjup se mueve ¡¡ingente al eje Y. y a h circunferencia 

2 j 

x" + y -I 2x + 4y + 31 = 0 ¿Qué curva représenla dicho lugm ? 

Solución 


Sea C ; x - ♦ y" - 3 2x + 4y + 31 = 0 



C: (x-üy +(y+2) 2 =0 

.Sen P(x,y) el punto genérico del lugar 
geométrico 

d(PJ)}=d(P,Bl+d(B.Q 
pero d|PJ))-d(H.A) 
d(P f C) t d(P,A) + d(B,C) 


~]{x^6) 1 +(y + 2> 3 = a + 3, de donde 
- J2 a + 36+ y 2 + 4y + 4 = jr 2 + 6x + 9 
y ‘ + 4 i IB.r f 31 = 0 una parábola. 

Una circunferencia variable e> tangente interiormente a la circunferencia 
U+ i)' f y" “ 9 y pasa por P(l T 0) ¿Que Eugar geinuétrico describe su centro?. 

Solución 


329 










































Sea C: <* + !)“+/ 

Donde vu centro es L’í 1.0) y ti radio r - 3 
Sea C, : (jr-ft) 1 = ir 

La circunferencia variable 

—► 

X Como pasa por P( 1,0) =* (1 -Lf 2 + ¿ 2 = R 1 
tome) Lts cii i uti lerendas son ¿anéenles 
interioras cnlontes 

i/(cx,)= í /[cn- í /(c t ,r) 

-/(A + L) 2 i k l -3-,/(l-A) 2 +** 

2 j 

desarm'l lando y simplificando se tiene: 20A A + 36jfr' - 45 

por k> Lauto el oentro r¡(L,A ■ describe la elipse 2U,r +36y 3 - 45 

5) Una clic un lerenda de radio variable es tangente a r 2 + y 1 + &v - es y pasa por 

A(4 h ü) ¿Qué lugar geométrico describe su centro 




Solución 

Sea C : .r " + y " 4- fi.v = II 

C: (jt + 4) 2 +y 2 = 16 

donde su centro es C(-4,0) y su radio r = 4 
d tesiim de la circunferencia variable es 
C| {.t, y) entonces 

pero 
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ii(CTK^(T,C ( ) = rf(CC |) 
í¡(7\C,) = íÍ<C,,.4> 


</(c.r)+d(C|,A)-rfcc t C|) 


4 + -JíJt - 4)' + y s =^/{jf + 4J 2 +y 


desairúUaiido y siíiiplificindíp sé lieite 3 a* y' 12=0 una hipérbola 

6} Ltesde un pumo F(Jí.y), se traban tangentes a las cu con lerendas 
£T| : jtN v" = 9 y C¡ : je" + jy 2 -8 j+ I2“0 si la longitud de la tángeme 
trazada a Cj es siempre igual al doble de longmjd de la tangente a C’ 2 - 
11 al lar la ecuación dd lugar geométrico. 

Suhurkm 

C) : Jt 3 + y 2 = 9 de donde 
C 3 (AO), rs3 
C, : (i-tf + y 1 =4 
de donde L\ (4,l>}, r = 2 



condición dd problema dfA+P) = 2d[P,Bl 
J(A./ , l=V rf! </'.C|)“rf J (A.C 1 ) =Jjr' + > J -9 

d( P. 5)=,/<í ! <í , .C 2 )-rf I (5.Cj) - t/(*^ 4) 3 + y ! -4 
reemplazando (2) y (3> en {1) se liene. 


¡x-+y*-9 = -jix-4) t +y 2 ~4 
x 1 + y 2 -9 = ^.r 2 -ÍU+ 16 + y 2 -4) 


,’ + íje " + 3v 3 - + 57 = 0 encurtiere ocia 


(1) 


- (3) 
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7) 


Sea U un punto cualquiera de la gráfica de y-jr 3 . y sea ü la proyección 
(perpendicular) de U sobre el eje X. hallar la ecuación del Lugai geométrico 
fui i nado por ios punto s medio M de U s . 


Solución 



Sea Mfjt,y) un punió dd lugar geoméliico 
y seu £/(*,. y L )c (> = x 2 )entonces y, = rf 
Si M es punto medió de r entonces 

^ = jr T y, = 2y pero y, = x,' =* 2y = x : 
Por lo tamo la ecuación del lugar 
geomél ri co es x 2 - 2 y - 0 


S) Los extremos de la base de un triángulo son los puntos A£0,O) y B£3,0) Hallar 
la ecuación del lugar geométrico del vértice opuesto C si se nueve dé Ld 
manera que el ángulo de la base CAB es -.icmpre igual al doble del ángulo de la 
base CBA. 

Solución 



Sen C(x,y) uc] punto del lugar grumélrieo, 


Además m iH)t -=/j^2CE 




1 = tg2a = 

X 


2?ga 
1 -tx\x 
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- ( 1 ) 


De donde 2x ¡pjii - y{l - tg frj 

f,í z? - [x - a) « ■=> r s n - —— „ (2} 

x - 3 

reemplazando (2) en {1) se Nene 

V y" 

2 X {—“) = >(l- —H»simplificando se tiene: 3 jt 2 - y 3 -12 + 9 =0 

i-3 (x-3J 2 

r 

10.2* PROBLEMAS PROPUESTOS*- 

1) Hallar el lugar geométrico de todos los punros rales que 3a suma de los 
cuadrado de sus distancias al origen y a Ai1,2) es 25. 

Rptft. ( x- i } 2 + jfy-í) 1 ■= ^, circunferencia 

2) Desde d punto P. «¡e traían tangentes a las circunferencias Í7, : r 2 + y 1 = 9 y 

C j x + >" -IGy+ 9 = 0, Su iu longitud de la tangente a C 3 es siempre el 
doble de la longitud a Ja tangente a C 2 Hallar U ecuación dd lugar 
geométrico, 

Rpta. }jc“ +3y' - 40y + 40 = 0 circunferencia 

3) Por el punto A^2,U pasa una familia de recias y desde R(2 t -5) se traía una 
perpendicular a cadu recia de la familia que pasa por A- i [aliar lu ecuación dd 
lugar geométrico. 

* 

Rpla. x 1 +y 1 +4y -9 = 0, circunferencia 

4) ¿Qué lugar geométrico describe el centro de una Lirounferencia móvil que 
siempre es tangente a una tecla y a oirá circunferencia fija?. 

Rpta. y 1 = -2(a +r){a + - , parábola 


333 

























5) Hallar la ecuación del lugar geométrico de! ccniro de una circunferencia 
tángeme a La recta L; y + 3 = 0, y la circunferencia a" + y 1 = 4. 

Hpta. i' -lOy — 25 “0 , parábola 

6) ¿Cuál es d lugar geométrico de los puntos medios de uu haz de cuerdas que 
pasan por t| foco de una parábola? 

Rpta. y 2 = 2jPU - /'}, parábola 

7) Hallar la ecuación del lugar geométrico del centro de una circunferencia que es 
tangente a la recta L: y - 1 =0, y ta circunferencia jC + y 1 - 9 

Kpta. x 1 - Ay - 4 = 0, x 2 -f-8y -16 s 0* parábolas 

2 

8) Una circunferencia de radio variable es tangente eateriormepie <zr + y - A , 

e interiormente je + y - l '2x — 64 = 0 . Hallar el tugar geométrico descrito por 
el centro de la circunferencia móvil 

Uptii. ——^—+ - i * elipse 

* 36 27 

9) Un segmento rectilíneo de longitud a + b se mueve resbalando con sus, 
extremos sobre los ejes coordenados. Encontrar el lugar geométrico del punto P 
que e$ii en una distancia l ‘a" sobre el segmento* de uno de sus extremos 

jc 1 y 1 

Rpta. , + - = l „ elipse 
c h" 

10} 11 producto de las pendientes de los segmentos que van de un punió móvil 

2 

M(x,y) a dos puntos fijos F|<-4-,0). / r 2 (4,0) es igual a ¿Qué lugar 

3 

geométrico describe M .V 

Rpla. 2x 2 - 3y 2 “32 ^ G, hipérbola 

11) Halla; el lugar geométrico de loa punios Pi x,y) cuya suma de distancias a los 
punios fijos (3.1) y ( i, I I sea igual a 10 ¿Que curva représenla dicho lugar? 

Rpla. 9 jU +2 5y* + ISi-SOy-191 =0, una elipse. 
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l: v i Sea dim las rectn* y = x. y = y dm [juntos A y fl sobre cada una de las 
rectas anteriores respectivamente donde Ala,a) y Bfa,a) t AÜ es la base de un 
triángulo cuyo vértice I' es variable. Hallar la ecuación cartesiana del lugar 

geométrico de P sabiendo que el producto de las pendientes de PA y PB es 
igual a la unidad, 

Rpía* x 2 1 y 2 + 2ny -la 1 ^ 0 . hipérbola 

^-f 1 11 jI ínr l:i ecuación del lugar geornótitco de los centros de las circunferencias 

tangentes al eje Y, y que- pasan por el punto A(1.0), 

Rpta. y*-2x-l 

J4) Sea Lí cualquier punto de la gráfica de P = {(x,y)/y = x 2 1 y sea S y T 
proyecciones ríe U sobre Pos ejes X e Y raspee | i vameni?. Hallar tu ecuación del 
lugar geométrico formado por los pumos medios M de 57 

Rpla. 2x * - y - 0 

l ’n segmento .*1/1 es tul que Ac2,2,i, mientras que B se mueve de tal mudo que 
esta sobre la circunferencia x 2 + y 1 -1. Hallar el lugar geométrico de lo* 
puntos medios del segmento 

Kpla. 4 i - i 4y “ -8 r - 8y + 7 = 0 

ló^i .Sean los punios Aí 1.2) y luí punto P se mueve dé marera que siempre 

m i + m 2 = ^ donde m, es la pendiente riel segmento ÁP y m, la proyección 
dLfl segmento BP I lidiar la ecuación de 1 lugar geométrico descrito por P. 

Rpta. 3.t 3 “2xy + 5jr -4 = 0 

I 7t Un pumo se mueve dé tal manera que La diferencia de sus distancian a ios 

punto* A(U0) y IK 3,0) es siempre igual a 4, Hallar la ecuación del lugar 
gco métrico. 

Rptn, 5x' - 4y 2 = 20 
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18) HjIEji h se nación del tugar geométrico de urv pumo P que se mueve dé i 
manera que Ja pendiente de la recia que pasa por F y A(4,4) es siempre menor 
en uim unidad que Ij pendiente de Ea recia que pasa por P y 6(2*2) 

Rpta< * 1 -8*+2y + 8^ü 


19) l-a base rlc un tri anguín es AH . en donde AC -4 .0) y 11(4,0) Hallar el lugar 
geométrico dd tercer vértice C, sí la diferencia de los ángulos de la 
base es 45 a , 

Kpta. jt ’ ± 2xy - y 2 - Ib 

20] Un punto se mueve dé lal manera qitc m distancia al punto Ai -2,5) es siempre 
igual a su distancia al eje X disminuida en una unidad Hallar la ecuación del 
lugüi geométrica 

Kptu, Jr” + í)x - 8y + 23-0 


21] Erados loe puntos AÍÜ.-211(0,4) y QG,Ü); hallar la ecuación de! lugar 
geométrico de los puntos P de tal manera que el producto de las pendientes de 
PA y f’fi sea igual al triple de La pendiente de PC . 

Rptu, y -3xy-2y-Ü = U 


22] Dos, vértices de un triángulo son loa punios lijos A{0,-2) y R(Q T 4). Hallar la 
ecuación del lugar geométrico del tercer vértice C si se mueve dé tal manera 
que la diferencia entre las longitudes de le», lados AC y RC es siempre igual 

a - de la longitud del ludo AB 
3 


Rptfl. x 1 -Sy 2 + L6y = 0 
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